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Kapitel 1

Einfiihrung

1.1 Grundlagen

Wie kommt man iiberhaupt zu den Objekten einer mathematischen Theorie,
zu Definitionen und im weiteren zu Aussagen, deren Giiltigkeit man beweisen
mochte?

Betrachten wir beispielsweise die natiirlichen Zahlen. Kann man eine Definition
der natiirlichen Zahlen angeben? Was wiren dann die schon bekannten Objekte,
mit deren Hilfe die natiirlichen Zahlen zu erkldren sind, und inwiefern kennen
wir diese ,bekannten“ Objekte? Miissen sie nicht auch erkliart werden — und
so weiter, ohne Ende? Man spiirt, daf§ man auf diese Weise eine Wissenschaft
nicht aufbauen kann, weil man nicht einmal dazu kommt, mit dem Bauen auch
nur anzufangen. Irgendeine Grundlage, irgendeinen Ausgangspunkt wird man als
gegeben ansehen miissen, und das wissenschaftliche Verfahren kann dann nur noch
darin bestehen, diese Grundlage deutlich als solche zu bezeichnen, sie in allen
Einzelheiten offen zu legen und von nun an nur noch Griinde gelten zu lassen,
die — mittelbar oder unmittelbar — eben diesen Grundlagen entnommen sind,
und zwar in einsehbarer nachvollziehbarer Weise, gleichsam im hellen Tageslicht
vor den Augen der Offentlichkeit.

Will man geméf diesem Programm die natiirlichen Zahlen dem Aufbau des Zah-
lensystems zugrundelegen, so wird man also nicht mehr von einer Definition dieser
Zahlen ausgehen. Man wird nicht mehr fragen: was sind die natiirlichen Zahlen
und was ist ihr Wesen? - vielmehr wird man einige Grundeigenschaften derselben,
einige Grundbeziehungen zwischen ihnen angeben und alles weitere allein aus die-
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sen Aussagen entwickeln. Dieses Verfahren, an den Anfang einer Theorie einige
Grund-Sétze, sogenannte Aziome, zu stellen (die man nicht mehr diskutiert, nicht
mehr weiter , hinterfragt“ sondern einfach akzeptiert) und aus ihnen durch logi-
sches Schlieflen den (ganzen) Aussagenbestand der Theorie zu gewinnen, nennt
man aziomatische oder deduktive Methode.

Sie ist der Lebensnerv der Mathematik, das, wodurch die Mathematik zur Wis-
senschaft wird. Sie geht vermutlich auf den groflen griechischen Mathematiker
Eudoxus zuriick und findet ihre erste volle Entfaltung in den ,Elementen® des
Euklid von Alexandria (um 300 v. Chr.). Seit diesem epochalen Werk ist sie
konstitutiv fiir die Mathematik und vorbildlich fiir die exakten Wissenschaften
geworden. Isaac Newton (1642 - 1727) hat in seinen ,,Philosophiae naturalis prin-
cipia mathematica“ die Mechanik aus seinen drei berithmten Gesetzen entwickelt.
Baruch de Spinosa (1632 - 1677) hat seine Ethik ,more geometrico“ (nach geo-
metrischer, d.h. deduktiver Weise) geschrieben, und David Hilbert (1862 - 1943),
einer der bedeutendsten Mathematiker, nicht nur der letzten Jahrhunderte, war
der Meinung, daf} jede reif gewordene Wissenschaft der Axiomatisierung anheim-
falle.

Sicherlich ist das axiomatische Verfahren die ehrlichste Methode, die je ersonnen
wurde: Thr moralischer Kern besteht darin, daf§ man alle seine Voraussetzungen
offen darlegt, daB man im Laufe des Spieles keine Karten aus dem Armel holt,
und dafl man somit alle seine Behauptungen iiberpriifbar macht.

Wir kehren zu den natiirlichen Zahlen zuriick. Der italienische Mathematiker
Peano (1858 - 1932) hat fiir sie ein System von fiinf Axiomen vorgeschlagen. Die
Menge IN der natiirlichen Zahlen ist eine Menge mit folgenden Eigenschaften:

1. 1 ist eine natiirliche Zahl.

2. Jeder natiirlichen Zahl n ist genau eine natiirliche Zahl N(n) zugeordnet,
die der Nachfolger von n genannt wird.

3. 1 ist kein Nachfolger.

4. Sind die natiirlichen Zahlen n, m verschieden, so sind auch ihre Nachfolger
N(n), N(m) verschieden (kurz: n #m = N(n) # N(m)).

5. (Induktionsaxiom) Eine Eigenschaft, die fiir die Zahl 1 gilt und die, wenn
sie fiir eine Zahl n gilt, auch fiir N(n) gilt, gilt fiir alle natiirlichen Zahlen.
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Die Existenz einer Menge mit gewissen Eigenschaften kann man durch Angabe
eines Beispiels einer solchen Menge sicherstellen. Erfolgt die Konstruktion die-
ses Beispiels mit mengentheoretischen Begriffen, dann spricht man von einem
mengentheoretischen Modell.

Die folgende Konstruktion liefert ein mengentheoretisches Modell fiir die natiirli-
chen Zahlen.

1={0}, N(1) =2={0,{0}}, N(2) =3 ={0,{0},{0,{0}}},
u.s.w.. Allgemeiner Schritt: N(n) =n U {n}.

Ausgehend von den Peano’schen Axiomen kann man nun auf der Menge der
natiirlichen Zahlen die Operationen +, * und die Relationen <, >, <, > einfiihren.
Wir zeigen nur, wie man die Addition (rekursiv) definiert:

n+1:=N(n),n+ Nk)=N(n+k), kel.

Alles was wir iiber das Arbeiten mit den natiirlichen Zahlen in der Mittelschule
gelernt haben (und vieles mehr) kann man jetzt beweisen.

Die Herleitung der bekannten Rechenregeln fiir die natiirlichen Zahlen aus den
Peano’schen Axiomen ist zum Teil recht abstrakt und langwierig und erhéht nicht
das Verstiandnis fiir das Arbeiten mit den natiirlichen Zahlen. Darum gehen wir
hier nicht weiter darauf ein. Es sei auch nur der Vollstindigkeit halber erwéhnt,
da zur Einfiihrung der ganzen Zahlen, der rationalen Zahlen und der irratio-
nalen Zahlen keine weiteren Axiome notwendig sind, sondern dafl diese mittels
entsprechender Definitionen auf der Basis der natiirlichen Zahlen vorgenommen
wird; so definiert man die rationalen Zahlen als ,,Klassen dquivalenter Paare von
ganzen Zahlen“, die irrationalen Zahlen als die unendlichen nicht periodischen
Dezimalbriiche (siche Abschnitt 1.3).

Wir haben die natiirlichen Zahlen als Beispiel beniitzt, um den axiomatischen
Aufbau einer mathematischen Theorie zu illustrieren. Die Theorie der Struktur
der natiirlichen Zahlen, die wohl mit dem Satz iiber die Zerlegung einer natiirli-
chen Zahl in Primfaktoren beginnt und zu tiefen Einsichten in die natiirlichen
Zahlen fiihrt, nennt man Zahlentheorie.

1.2 Awussagenlogik und Beweisen

Die Aussagenlogik ist ein wesentliches Werkzeug fiir den Aufbau einer mathema-
tischen Theorie.
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Das Grundelement der Aussagenlogik ist die Aussage. Das ist ein Satz, der ent-
weder wahr (w) oder falsch (f) ist. Da nur diese beiden Wahrheitswerte erlaubt

sind, spricht man auch von zweiwertiger Logik.

Seien A und B Aussagen. Dann konnen durch Verkniipfungen daraus neue Aus-
sagen gewonnen werden. Diese Verkniipfungen definieren wir durch Angabe von
Wahrheitstafeln, die den Wahrheitswert der neuen Aussagen angeben.

Al-A]
e Negation: -A ... ,nicht A w | f
f| w
A|B|AAB
w|w w
e Konjunktion: AANB ... A und B“ w| f f
flw f
f|f f

e Disjunktion: AV B ... ;A oder B¢

RS
- =2 o~ =
=

Man beachte, dafl V kein exklusives ,,oder” ist, wie es im Sprachgebrauch

meist iiblich ist.

A|B|A=1 B
w|w w

e Implikation: A=— B ... , A impliziert B“ w| f f
flw w
f|f w

Man beachte, daf§ die Implikation immer dann wahr ist, wenn die Voraus-
setzung A falsch ist. ,Wenn eins gleich zwei ist, kann ich Windsurfen wie
Robby Naish“ ist eine wahre Aussage.

Ist A = B wahr, so nennt man A eine hinreichende Bedingung fiir B, und
B eine notwendige Bedingung fiir A.

e Aquivalenz: A <= B ... ,A gilt genau dann, wenn B gilt“
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A B

o EOE s
-~ 2 o 2

—
w
f
f
w

Ausdriicke der Form A A B, —A, oder auch komplizierter, wie =(AV B) = C,
nennt man Aussageformen (mit den Variablen A, B, C). Eine Aussageform, die
fiir beliebige Wahrheitswerte der Variablen wahr ist, heifit Tautologie. Beispiel:
AV —A.

Eine mathematische Theorie besteht darin, ausgehend von Axiomen eine Reihe
von Sdtzen zu beweisen. In den meisten Fillen haben Sétze die logische Struktur
einer Implikation A = B. In diesem Zusammenhang wird A Voraussetzungen
oder Annahmen des Satzes genannt. Um zu beweisen, dafl der Satz gilt, geniigt es,
die Giiltigkeit von A anzunehmen und daraus durch eine Kette von Schliissen die
Giiltigkeit von B zu folgern. Diesen Vorgang nennt man einen direkten Beweis.
Eine andere Beweismethode beruht auf dem folgenden Resultat der Aussagenlo-
gik.

Satz 1.2.1: Fir beliebige Aussagen A, B gilt

(A= B) <= (B = —4).

Beweis: Wir fithren den Beweis mit Hilfe einer Wahrheitstafel.

A|B|A=B|-B|A| B= A | (A= B) < (B = —-A)

w | w w f f w w

w| f f w f f w

flw w f A4 w w

f|f w w w w w
Da die letzte Spalte nur w-Eintrige enthélt, sind die Aussagen A =—> B und
- B = = A Hquivalent. qed.

Bemerkung: Man beachte, dafl wir mit diesem Resultat beginnen, die Aussa-
genlogik selbst zu einer mathematischen Theorie zu entwickeln. [

Beispiel: Der Satz ,z ist eine gerade Zahl = x? ist durch 4 teilbar® ist dqui-
valent zu dem Satz ,, #? ist nicht durch 4 teilbar = die Zahl x ist ungerade“.

¢
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Aus dem Satz folgt, dal A = B auch dadurch bewiesen werden kann, dafl man
davon ausgeht, da3 B falsch ist und daraus durch eine Kette von Schliissen folgert,
da} dann auch A falsch sein muf}. Diese Beweismethode nennt man indirekten
Beweis.

Quantoren: In Aussagen treten hiufig Variable auf, die fiir die Objekte der ent-
sprechenden mathematischen Theorie stehen. Betrachten wir den Satz ,,Die Zahl
x ist grofer als 7“. Ohne weitere Angaben iiber # kann man nicht entscheiden, ob
dieser Satz wahr oder falsch ist. Er ist daher keine Aussage. Wir nennen ihn eine
FEigenschaft von x. Ndhere Angaben kénnen mit Hilfe des Allqguantors V oder des
Existenzquantors 3 gemacht werden. In dieser Notation schreibt man die Aussage
»,Alle Zahlen z sind grofler als 7¢ als Vo : x > 7, und die Aussage ,,Es gibt eine
Zahl z, die grofer als 7 ist“ als dz: = > 7.

Es kénnen auch mehrere Variable auftreten. Dann mufl jede davon mit einem
Quantor versehen sein. Man beachte, daf es dabei auf die Reihenfolge ankommt.

Beispiel: Sei P(z,y) der Satz ,Der Mensch = hat die Nase y“. Man denke iiber
die Bedeutung der beiden Aussagen Vz : Jy : P(z,y) und Jy : Vz : P(z,y)
nach. %

Bei der Negation von Aussagen mit Quantoren miissen alle Allquantoren durch
Existenzquantoren ersetzt werden und umgekehrt.

Beispiel: =(Vz : dy : P(z,y)) <= (Jz : Vy: —P(x,y)). Die Verneinung der
Aussage ,,Jeder Mensch hat eine Nase“ ist ,Es gibt einen Menschen, der keine
Nase hat*. &

1.3 Ubersicht iiber die Zahlensysteme

Natiirliche Zahlen IN

N = {1a2531"'}a
]I\IO = {0a172137”'}

Ganze Zahlen Z

Z={0,+1,+2,--}



[1] Einfiihrung 10

Rationale Zahlen @

Q besteht aus Z und der Menge aller Briiche von Elementen aus Z,
p
Q={§ :p,qel,Q?éO}-

Reduzierter Bruch: xz = %, mit p und ¢ teilerfremd und q positiv. Diese Darstellung
ist eindeutig.
Dezimaldarstellung einer rationalen Zahl:

1. Entweder endlicher Dezimalbruch (z.B. i = 0,25) oder

2. unendlicher periodischer Dezimalbruch (z.B. ﬁ =0,227272--- = 0,227).

Reelle Zahlen IR

IR besteht aus den rationalen Zahlen und den irrationalen Zahlen, das sind die un-
endlichen, nichtperiodischen Dezimalbriiche. Hinsichtlich der irrationalen Zahlen
unterscheidet man:

1. Algebraisch irrationale Zahlen: x ist eine algebraisch irrationale Zahl , wenn
x Losung einer algebraischen Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten ist.
So eine Gleichung hat die Form

ao+azt Far?+ a2 M+ ax” = 0,

n €N, agp,a,a0,---,a, € Z.

Beispiel: 22 — 2 = 0; die Losungen z = #++/2 sind algebraisch irrational.
¢

2. Transzendente Zahlen: irrational, aber nicht algebraisch irrational.

Beispiel: 7, e. &

Die reellen Zahlen werden in Kapitel 3 im Detail besprochen. Wo in den ersten
beiden Kapiteln mit reellen Zahlen gearbeitet wird, reichen Mittelschulkenntnisse
aus.

Komplexe Zahlen C

Menge aller Zahlen z = = + 4y mit x, y € R. Dabei ist ¢ die imaginére Einheit.
Die komplexen Zahlen werden in Kapitel 7?7 genauer besprochen.
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1.4 Summenzeichen und Produktzeichen

Summenzeichen:

n
Y k= G+ Gt F o+ A1+ ay

k=m

In Worten: Summe iiber die a; von k£ = m bis n; k ist der Summationsindex.

n n
Beispiel: ay =k: > ay=> k=1+2+3+---+n. o
k=1 k=1
Beispiel:
n n+1
Zka:m0+1+x1+1+---+x"+1:x1+x2+---+x”+1 _ Zxk
k=0 k=1
¢
Regeln:
n+1 n
Nag = D ap+ap
k=1 k=1
n n n
ZakiZbk = Z(akibk)
n n
a) a = ) (a)
k=1 k=1
Produktzeichen:

n

H af = OpOmy1Gmy2 - Op, M < N.
k=m

6
Beispiel: [[+x*=9-16-25-36. &
k=3

1.5 Vollstindige Induktion

Prinzip der vollstindigen Induktion

Will man eine Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahl n > ny beweisen, so geht
man folgend vor:
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1. Induktionsanfang: Man zeigt die Richtigkeit von A(nyg).

2. Induktionsschluf:Man zeigt, dafl aus der Richtigkeit von A(n) fiir beliebiges
n, n > ngy , die Richtigkeit von A(n + 1) folgt.

Beispiel: Man beweise, daf} fiir jedes n € N gilt:
1
An):14+2+---+(n—1)+n= 5n(n—irl).

Beweis mittels vollstdndiger Induktion:

1. Induktionsanfang: ny = 1. Die Richtigkeit von A(1) ist zu zeigen:
1=1.1.2.
2

2. Induktionsschluf$: Fiir ein beliebiges n € IN gelte A(n):
142+4---+(n—1)+n=1in(n+1). Dann gilt

n(n+1)+2(n+1)
2

1
1+24---+n+(n+1) = 5n(n+1)+n+1=

(n+1)(n+2)
2

= S D+ 1)+ 1)

¢

Beispiel: Man beweise, daf fiir alle n € IN mit n > 10 gilt: 2" > n?:

1. Induktionsanfang: ny = 10 : 1024 > 1000.

2. Induktionsschluf: Es gelte 2" > n3. Die Abschiitzung
2l s o3 =ndP4nd =P+ (n—1)n’+(n—1)n+n>n*+3n’+3n+1=
(n +1)%, die fiir n > 4 gilt, zeigt die Richtigkeit der Aussage fiir n + 1.
(Der Induktionsschluf} ist daher bereits ab n > 4 durchfiihrbar).

Die geometrische Summenformel

Satz 1.5.2: Fir alle reellen Zahlen ¢ € R, ¢ # 1 und allen € N gilt
n 1— qn+1

k=0 I—q

Beweis: Mittels vollstdndiger Induktion.
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! 1 1— 1—¢?
1. Induktionsanfang: qu =1+4+¢q= (1+9)01=q) = q

=0 1—gq 1—gq
n 1— qn—|—1 n+1
2. Induktionsschluf: Es gelte Y ¢* = - Dann folgt aus Y ¢* =
k=0 —4q k=0

n 1— qn—l—l 1— qn—l—l + qn+1 1— q
qu + qn—l—l — 1 + qn—i—l — - ( ) _
k=0 —q —q

1— n+1 n+l _ . n+2 1— n+2
= g j_q € _ 7 g . die Richtigkeit der Behauptung fiir
—4q —q

n+ 1.

qed.

1.6 Rekursive Definition

Das Prinzip der vollstdndigen Induktion wird in Definitionen verwendet, die von
natiirlichen Zahlen abhéngen.

Beispiel: Unter der n-ten Potenz einer reellen Zahl x versteht man
VnelN ist z"=g-z---x .
[
n—mal

Eine formale Definition erhilt man durch vollsténdige Induktion: Fiir z € IR und
n € IN sei die n-te Potenz 2™ von z definiert durch

1

T o=
"= gy
(Man definiert aulerdem z° :=1, 2 #0 ). &

Beispiel: Definition der Fakultit. Fiir n € IN wird die natiirliche Zahlen n! (n-
Fakultét, n-faktorielle) durch rekursiv definiert

1':=1, und (n+1!:=nl(n+1)

rekursiv definiert. Auflerdem definiert man 0! := 1. Explizit gilt:

=1,
A=1-2=2,
31=1-2-3=6,

nl=1-2-3...n,
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1.7 Der Binomialkoeffizient

Definition 1.7.1: Fir n und k € Ny, k < n st der Binomialkoeffizient (Z)

definiert durch
ny n!
k)" kl(n—k)!

Beispiel:
6\ _ 6 _6-5-4_30_ .
2) oMl 24l 2 T
¢
Allgemein: Indem man in ﬁlk)' den Faktor (n—k)! gegen einen Teil der Faktoren

in n! kiirzt, erhédlt man

<n> nn—1)(n—-2)---(n—k+1)

k)~ 12---k

Eigenschaften:

) =02e) =)= ()= ()=

Additionstheorem des Binomialkoeffizienten

Satz 1.7.3: Firn,k e IN, 1 <k <n gilt
n+1y n n n
k S \k—1 k]

Beweis:

(k . 1) T (Z) ke 1)!(2!— T k!(nni P
nlk +nl(n —k+1) nln+1) (n+1) _(n-i-l)-

Hn—k+1)!  Km—k+1)! kKhm+1-k! \ &k

qed.
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Diese Beziehung liegt dem Pascal’schen Dreieck zugrunde:

Pascal’sches Dreieck:

1
1 1
N
1 2 1
NN <
1 3 3 1
NN N
1 4 6 4 1

Die Binomialkoeffizienten sind auch die Koeffizienten in der Entwicklung von
(x +y)"™. Es gilt
Satz 1.7.4: (Binomischer Lehrsatz) Fir alle z, y € R und n € IN gilt

(z+y)" = i (Z) Te

k=0
Beweis: Mittels vollstdndiger Induktion.

L (1 1 1
1. Induktionsanfang: Z( )xlkyk = ( )xlyo + <1> 'yt = (z +y)h

k=0 k



[1] Einfiihrung

16

2. Induktionsschluf: Es gelte (z +y)" = ) (Z) 2" Fy*. Multiplizieren dieser

k=0

Gleichung mit (z + y) ergibt:

N\ nk+l k nnnkk—i—l
(1)t 5 (3):

()nk+1k++< )nk+1yk
k k=1

n+1y0+i Z) n— k+1 kg Z( > n— Ic+1yk

k=1

3 >
- o

<

ol =
i M: M=
[e=] (]

7
o 3
\_/

0, n+1

xn—l—l + Z l(Z) + (k ﬁ 1>‘| xn—k+1yk + yn—|—1

n—+1
Z( ) n— k+1yk+yn+1

k=1

n+1 n+10 n+1\ ki1 ok n+1\ o nn1
( 0 ) k)" v n+1)"Y

En+1 noktly k.
> (")

k=0

+
T
S 3
~———
8
<@

qed.



Kapitel 2

Grundlagen der Mengenlehre

2.1 Einfiihrung

Definition 2.1.1: (Cantor’sche Definition einer Menge) Eine Menge ist eine
Zusammenfassung von bestimmiten wohlunterscheidbaren Objekten unserer An-
schauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.

Die Objekte, die zu einer Menge zusammengefafit sind, heiffen Elemente dieser
Menge.

Beispiel: Menge der natiirlichen Zahlen &
Beispiel: Menge aller Primzahlen &
Beispiel: Die Menge, die aus den Zahlen 5, 10, 17, —16 besteht. &

Bezeichnung von Mengen

1. Explizite Angabe der Elemente zwischen geschwungenen Klammern (enu-
merative Methode).

Beispiel: M = {5,10,17,—16}. &
2. Angabe charakteristischer Eigenschaften aller Elemente (deskriptive Me-

thode).

Beispiel: IP := {n : n ist Primzahl}. &

17
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Schreibweise:

r € M, z ist Element von M.
x ¢ M, z ist nicht Element von M.

Definition 2.1.2: FEine Menge A heifit Teilmenge einer Menge B, wenn jedes
Element von A auch Element von B ist. Man schreibt A C B.
Sprechweise: ,A ist Teilmenge von B, ,A ist enthalten in B*, ,B enthdlt A“,.

Beispiel: IP C IN O
Beispiel: A C B fiir Punktmengen der Ebene, siehe Abb. 2.1 &

Abbildung 2.1: A, B ...Punktmengen der Ebene; A C B

Beispiel: A= {2,5,7,11}, ACP O
Definition 2.1.3: Die Menge ohne Elemente heif$t leere Menge ().

Bemerkung: Jede Menge enthilt die leere Menge und die Menge selbst als
Teilmengen. [ )

Definition 2.1.4: Die Mengen A und B heiffen gleich (A = B), wenn A C B
und B C A gilt.

Ist A Teilmenge von B, aber B € A, so sagt man, , A ist eine echte Teilmenge
von B“. Wenn man diese Eigenschaft hervorheben mochte, schreibt man A C B.

Transitivitdt der Inklusion: Aus A C B und B C C folgt A C C.

Definition 2.1.5: Fir eine beliebige Menge A ist die Potenzmenge von A die
Menge aller Teilmengen von A. Die Potenzmenge von A wird mit P(A) bezeich-
net.

Beispiel: A ={1,2}, P(A)={0,{1},{2},{1,2}} ¢
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2.2 Mengenoperationen

1.

Vereinigung von A und B: AUB := {z : (x € A) oder (z € B)}, z €
(AUB) <= (z € A) V (xz € B).

Durchschnitt von A und B: ANB := {x : (r € A)und (z € B)}, z €
(ANB) <= (z € A) A (xz € B).

Differenz von B und A: (Sprechweise: ,B ohne A“), B\ A := {z : (z €
B)und (z ¢ A)}
Im Falle, dal A C B definiert man die Komplementbildung beziiglich der

Grundmenge B: A°:={z: (r € B) und (z ¢ A)} = B\ A. Die Menge A°
nennt man das Komplement von A in B.

Produktmenge von A und B: A x B := {(a,b) : (a € A) und (b € B)}.
A x B ist die Menge aller geordneten Paare von Elementen aus A und B
(Sprechweise: ,, A Kreuz B“).

Beispiel: A ={1,2,3}, B = {u,v},
Ax B ={(1,u),(1,v),(2,u),(2,v),(3,u), (3,v)} ¢

Rechenregeln der Mengenalgebra

1.

AUB=BUA, AnNnB=BnNA (Kommutativitit)

CAUA=A, AnA=4A

ANBCACAUB

BCA<—= ANB=B+«= AUB=A

. AU(BUC) = (AUuB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (Assoziativitiit)
.AU(BNC)=(AuB)N(AUuC), ANBUC)=(ANB)UANC)

(Distributivgesetze)

Die De Morgan’schen Regeln

(AUB)® = A°NB°
(ANB)¢ = A°UB°.
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2.3 Abbildungen von Mengen

Definition 2.3.6: FEine Abbildung (Funktion) f : A — B ist eine Vorschrift, die
jedem Element a € A genau ein Element b € B zuordnet. Schreibweise: b = f(a).

Abbildung 2.2: Injektive Abbildung: Bei jedem b € B endet hichstens ein Pfeil.

Definition 2.3.7: Fine Abbildung heifit injektiv (eineindeutig), wenn fir alle
ai,as € A gilt: ay # as = f(a1) # f(az), d.h. zu jedem b € B gibt es hochstens
eina € A mit b= f(a).

Definition 2.3.8: Fine Abbildung heifit surjektiv, wenn jedes Element von B als
Bild eines Elementes von A auftritt: Vb € B 3a € A mit b = f(a). In Worten:
Zu jedem b € B gibt es mindestens ein a € A mit b = f(a).

Abbildung 2.3: Surjektive Abbildung: Bei jedem b € B endet mindestens ein Pfeil.

Definition 2.3.9: FEine Abbildung, die sowohl injektiv als auch surjektiv ist,
heifst bijektiv. Mit anderen Worten: Zu jedem b € B gibt es genau ein a € A mit

b= f(a).
Definition 2.3.10: f: A — B se: bijektiv. Dann nennt man die Funktion

f':B—=A f1b)=a< f(a)=b.



[2] Grundlagen der Mengenlehre 21

die Umkehrfunktion (inverse Funktion, inverse Abbildung) von f. Die Umkehr-
funktion f~1 ist ebenfalls bijektiv.

2.4 Aquivalenz von Mengen

Definition 2.4.11: Zwei Mengen A und B heiffen dquivalent (oder gleichmdch-
tig), wenn es eine bijektive Abbildung von A auf B g¢ibt (symbolisch A ~ B).

Beispiel:
A = {1, 2, 3, 4}
11117
B = {a, b, ¢, d}
Eine andere Moglichkeit wére: 1 <> b, 2 <> a, 3 <> d, 4 <> c. Tatséchlich gibt es
4! verschiedene bijektive Abbildungen von A auf B. (Warum?) &

Beispiel: IN; ~ IN:
N = {1,2,3,...}

No = {0,1,2,3,...}
Zuordnung: 1 < 0,2+ 1,...n< (n—1),.... &
Beispiel: Z ~ IN:

N = {1, 2, 3, 4, 5 6, T, }
rtr vt 111 ¢
z = {0, 1, -1, 2, =2, 3, -3, }
Zuordnung:
N Z
n (gerade) <+— 2
n—1

n (ungerade) +— —

~ ‘

¢

Beispiel: Q, :={r € Q: r > 0} ~ IN: Zum Beweis werden die Elemente von
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Q. folgendermaflen angeschrieben:

1 2 3 4 5

T T T 11
e A

1 2 3 45

2 2 2 2 2

LS

1 2 3 45

3 3 3 3 3
e

1 2 3 45

4 4 4 4 4

Danach wird in Pfeilrichtung vorgegangen, wobei jedes Element, das bereits ein-
mal gezdhlt wurde, ausgelassen wird: Erstes Cantor’sches Diagonalverfahren.

Definition 2.4.12: Fine Menge heifit endlich, wenn sie dquivalent zu einer Men-
ge {1,...,n}, n € IN ist. Die Méchtigkeit einer endlichen Menge ist gleich der
Anzahl ihrer Elemente.

Eine Menge, die dquivalent zu IN ist, heifst abzahlbar unendlich oder kurz abzéhl-
bar.

Eine Menge, die entweder endlich oder abzihlbar unendlich ist, heiffit hochstens
abzahlbar.

Beispiel: In Kapitel 3 werden wir zeigen dafl R nicht abzéhlbar ist. &

Satz 2.4.1: Die Vereinigung von héchstens abzdhlbar vielen hichstens abzihlba-
ren Mengen ist selbst wieder hichstens abzdihlbar.

Beweis: Erstes Cantor’sches Diagonalverfahren:

M, = {ai — a} ai — a} }
v a N
M, = {a} a3 a3 ai ---}
1 N
M; = {a} a3 a3 ai ---}
N

My = {ap @y g oag -}

qed.



Kapitel 3

Die reellen Zahlen

3.1 Einfiihrung

In diesem Abschnitt werden die reellen Zahlen auf zwei verschiedene Arten ein-
gefiihrt, und dann wird die Aquivalenz der beiden Zugiinge gezeigt.

Dezimalbruchdarstellung

Wir betrachten zuerst die Menge der rationalen Zahlen @ und die Frage der
Dezimalbruchdarstellung einer rationalen Zahl.

Hilfssatz: Es sei ¢ € Q, 0 < ¢ < 1. Dann strebt die Summe

n

SdF=1+q+- 4",
k=0

wenn n iiber alle Grenzen wichst, gegen die Zahl lflq € Q. Dies schreibt man als

0o r 1
S =
k=0 —4q
Beweis: Aus . . .
o R S S i
k=0 l—gq l—q¢ 1-¢q
folgt
n 1 qn+1
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Mit n — oo strebt ¢"*! und somi
qed.

Wir haben bei der Formulierung dieses Hilfssatzes einiges aus der Theorie der
rationalen Zahlen beniitzt, das nicht elementar ist; man kann also kaum von
einem Beweis sprechen, sondern mufy den Satz und die Beweisschritte wohl intuitiv
aktzeptieren.

Beispiel: Wir zeigen, dafl

0.999...=
Der Hilfssatz liefert,
0.999... = 09(1+107'4+102+107%+--")
X/ 1\k 1 10
= 09) (=) =09—=09—=1.
k_O(lo) 1=15 9

¢

Wir zeigen jetzt, dafl jede rationale Zahl, d.h. jeder Quotient von zwei ganzen
Zahlen, ein endlicher Dezimalbruch oder ein unendlicher (nicht abbrechender)
periodischer Dezimalbruch ist. Um eine eindeutige Dezimalbruchdarstellung zu
erhalten, mufl man dabei einen unendlichen Bruch, der mit einer unendlichen
Folge von Neunern endet, dem obigen Beispiel entsprechend zu einem endlichen
Bruch machen, z.B.:

6.245999... = 6.246.

Zuerst illustrieren wir die Umwandlung eines Dezimalbruches in die Quotienten-
darstellung.

90047044 __ 974 __ 487
Beispiel: 9.74 = 9+ 5 0 T 100 100 % — 100 — 50 - ¢
Beispiel:
0.227272... = 0.227=0.2+27% (10 > +10°+--)

= 02427102+ (1 +1072 4107 4--).

Aus dem Hilfssatz folgt

1 1\? 13\? 1 1
1+1072 4107 + - —1+—+( >+(—) teoe= =

100 100 100 1—- ﬁ 99

Das gibt
27 100 2 3 25 5

0.227 = 0.2 —fi 2 2
TT00099 T 10 110 110 22
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¢

Jetzt demonstrieren wir an einem Beispiel die Umwandlung von der Quotienten-
darstellung in die Dezimaldarstellung.

Beispiel:
487 : 50 = 9.74
370
200
00
Die Division geht nach endlich vielen Schritten (hier drei) auf: Endlicher Dezi-
malbruch. ¢
Beispiel:
5:22=0.22727272... = 0.227
60
160
60

Als Rest bei jedem Schritt der Division kénnen nur die Zahlen 0 bis 21 auftreten.
Die Division geht also entweder nach endlich vielen Schritten auf (was hier nicht
der Fall ist), oder es entsteht ein unendlicher Dezimalbruch mit einer Periode von
maximal 21. Die Periode ist hier 2. &

Die Menge der rationalen Zahlen entspricht also genau der Menge der endlichen
und der unendlichen periodischen Dezimalbriiche. Wir nennen nun die unendli-
chen nicht periodischen Dezimalbriiche irrationale Zahlen und die Vereinigung
der rationalen und der irrationalen Zahlen die reellen Zahlen. Die Menge R ist
also die Menge aller endlichen und unendlichen Dezimalbriiche.

Die Zahlengerade

Wir wéhlen auf einer Geraden g zwei beliebige Punkte, die wir mit 0 und E
bezeichnen. Positive Orientierung von 0 nach E (Einheitsstrecke). Durch einfache

Abbildung 3.1: Zahlengerade
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geometrische Konstruktionen erhalten wir:

1. Ganzzahlige Punkte

2. Rationale Punkte g. Diese liegen auf der Zahlengeraden ,iiberall dicht*,
d.h. beliebig nahe zu jedem Punkt auf der Zahlengeraden gibt es einen
rationalen Punkt.

,Dilemma der griechischen Mathematik“: Die Zahl, deren Quadrat 2 ergibt, ist
nicht rational. Pythagoreischer Lehrsatz:

E=d>+0, a=1,b=1,=c*=2

Behauptung: c>=2=—c¢ Q.

Beweis: (indirekt) Annahme: ¢ = g € Q, mit p, g teilerfremd. Aus ¢ = f]’—j, p? =
2¢? folgt, daB p gerade sein muf}, d.h. p = 2r. Es folgt weiters: 472 = 2¢2, 2r? = ¢?,
also mufl ¢ gerade sein. p und ¢ sind somit gerade, daher nicht teilerfremd, ein
Widerspruch. Die Annahme ¢ € @ war also falsch. qed.

Wir wissen also, dal es neben den rationalen Punkten noch andere Punkte auf
der Zahlengeraden geben mufl und nennen diese Punkte irrational. Unser Ziel ist
zu zeigen, dafl die oben definierten reellen Zahlen genau den Punkten auf der
Zahlengeraden entsprechen. Dazu ist aber unser Begriff von der Zahlengeraden
noch zu unbestimmt.

Fiir unsere weiteren Uberlegungen benétigen wir den Begriff einer rationalen In-
tervallschachtelung: Es seien p,q € @, mit p < g. Als Intervall [p, g] mit den
Endpunkten p, q bezeichnen wir die Menge aller Punkte auf der Zahlengeraden,
die zwischen p und ¢ liegen einschliellich der beiden Endpunkte. Die Linge von
[p,q]ist | = ¢ — p.

Sei [p1, ¢1], [P2, q2], - - . eine Folge von Intervallen, und es gelte

1. pn < Ppa1 < Gyt < gn,n=1,2,..., d.h. jedes Intervall ist im vorhergehen-
den enthalten.

2. Die Lingen der Intervalle werden mit zunehmendem n beliebig klein, d.h.
die Folge der Intervallingen strebt mit n — oo gegen Null.

Dann nennt man die betrachtete Folge von Intervallen eine Intervallschachtelung.
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Nun erginzen — oder besser gesagt prézisieren — wir unsere Vorstellung von der
Zahlengeraden durch das

Intervallschachtelungsaxiom: Sei [pi, q1], [p2, ¢2], - .. eine rationale Intervall-
schachtelung. Dann gibt es einen und nur einen Punkt der Zahlengeraden, der in
allen Intervallen enthalten ist.

Mit Hilfe dieses Axiomes kann man beweisen:
Satz 3.1.1: Jedem Punkt der Zahlengeraden entspricht genau eine reelle Zahl.

Beweis: (Skizze)

1. Wir beginnen mit der Zuordnung Punkt — Zahl: Zu jedem Punkt P auf ¢
gibt es zwei rationale Punkte pi, g1, so dafl p; links von P und ¢, rechts von
P liegt. Wir schauen uns jetzt den Punkt r = ’% an. Falls r = P, sind
wir fertig. Falls r links von P liegt, setzen wir

b2=T, Q4 =0,

andernfalls setzen wir
P2=Dp1, G=T

Dies definiert eine rationale Intervallschachtelung [p,, ¢.],7 = 1,2, ..., mit
der Eigenschaft, dafl jedes Intervall den Punkt P enthilt. Gemaf dem Inter-
vallschachtelungsaxiom ist das der einzige Punkt mit dieser Eigenschaft. In
der Dezimaldarstellung von p, und ¢, stimmen fiir wachsendes n mehr und
mehr Stellen iiberein, und die Dezimaldarstellung von p,, (oder g,) ,,strebt®
gegen die dem Punkt P entsprechende reelle Zahl. Man kann leicht zeigen,
daf} zwei verschiedenen Punkten zwei verschiedene Zahlen entsprechen, die
Zuordnung Punkt — Zahl ist also injektiv.

2. Wir zeigen jetzt noch, dafl sie surjektiv ist, dal also jede Zahl durch einen
Punkt definiert ist. Dazu geben wir zuerst eine Konstruktion an, die von
einer Zahl auf einen Punkt fiihrt. Die Zahl sei

r = a.a1020as3 . ...
Die Folge der Intervalle
I, =[a.a1ay. .. ay,0.0109 . ..a, +107"]

ist eine rationale Intervallschachtelung und definiert somit einen Punkt der
Zahlengeraden. Wendet man auf diesen Punkt die unter (1) angegebene
Konstruktion an, so erhdlt man wieder die Zahl x.
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qed.

Beispiel: Wir zeigen jetzt an einem Beispiel, wie die Intervallschachtelung zur
Berechnung von /2 verwendet werden kann. Zuerst suchen wir ein Intervall, in
dem z = /2 enthalten ist:

1,4<2r<1,45 <= 1,96 < 2 < 2,1025.

Halbierung des Intervalls: z; = 1’4“;#45 = 1,425 und z? = 2,030625 > 2 ergibt

1.4 To T 1.45

Abbildung 3.2:

ein neues Intervall fiir z: 1,4 < z < 1,425. Neuerliche Halbierung: xo =
1,4125 und 22 = 1,999515625 < x? impliziert: 1,4125 < z < 1,425. Durch
fortgesetzte Halbierung kann z = /2 auf beliebig viele Stellen genau berechnet
werden (v/2 = 1,4142136.. ). o

1,441,425
2

Die Michtigkeit der reellen Zahlen

Satz 3.1.2: Die Menge der reellen Zahlen ist nicht abzdhlbar.

Beweis: (Zweites Cantor’sches Diagonalverfahren) Wir zeigen indirekt, dafl die
reellen Zahlen zwischen 0 und 1 nicht durchnumeriert werden kénnen: Angenom-
men, sie konnten durchnumeriert werden,

11 1 1 1

1 = 0,a1050504...q, ...
2.2 2 2

1y = 0,alaa3a;...a> ...

z, = 0,alayazay...a, ...

Dann konstruieren wir eine Zahl z, x = 0, ajasas . .. mit a, # a7}, a, # 0, a, # 9.
Diese Zahl x stimmt mit keiner der Zahlen x,, in der Anordnung iiberein; ist also
darin nicht enthalten. Laut Annahme miifite sie aber in der Anordnung enthalten
sein, ein Widerspruch. qed.

Die Menge der positiven reellen Zahlen bezeichnen wir im weiteren mit IR .
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3.2 Rechengesetze

Die Addition und Multiplikation von reellen Zahlen kann mittels rationaler In-
tervallschachtelungen auf das (bekannte) Rechnen mit rationalen Zahlen zuriick-
gefiihrt werden.

Es gilt: R ist abgeschlossen hinsichtlich der Addition und der Multiplikation, d.h.

Ve,yeR: xz4+yeR, zyeR.

Damit iibertragen sich alle Rechengesetze der Addition und Multiplikation von
rationalen Zahlen auf reelle Zahlen. Daher gilt:

Satz 3.2.3: (IR, +,-) ist ein Kdrper.

Ungleichungen

Unter einer Relation auf einer Menge M verstehen wir eine Menge R C M x M.
Fiir (z,y) € R sagen wir z steht in der Relation R zu y, abgekiirzt xRy,

Der den Ungleichungen zugrunde liegende mengentheoretische Begriff ist die Hal-
bordnungsrelation.

Definition 3.2.1: Fine Relation R auf einer Menge M ist eine Halbordnungs-
relation, wenn fir alle a, b, c € M gilt:
aRa, (Reflexivitit)
(aRb A bRc) => aRe, (Transitivitdt)
(aRb AbRa) = a =10, (Antisymmetrie)

Definition 3.2.2: Fine halbgeordnete Menge, in der zwei Elemente stets ver-
gleichbar sind, in der also fiir jedes Paar a, b € M entweder aRb oder bRa gilt,
heifit geordnete Menge .

Beispiel: Die Menge IN ist mit der durch
m<n<=n=m-+k, mit k& IN,.

definierten Halbordnungsrelation ,,<“ geordnet. &

Beispiel: Die folgende Menge ist nicht geordnet: Fiir z = (x1,22) und y =
(y1,12) € R? gelte: x < y & z1 < y1, T2 < 7y. Die Elemente z = (3,5) und
y = (6,4) sind nicht vergleichbar. O
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Fiir das Arbeiten mit den reellen Zahlen definieren wir zuerst die elementaren
Ungleichungen

0<z <= zeR,;U{0},
<z = iEE]R+,

die besagen, da3 x eine nicht negative bzw. eine positive Zahl ist. Dann definieren
wir fiir Paare z,y von reellen Zahlen

r<y < y=z+z, 220
rT<y <<= y=x+2, z>0.

Dann gilt: Die Menge IR ausgestattet mit der Relation < ist geordnet.

Monotoniegesetze in R

Fiir das Zusammenspiel der algebraischen Struktur (IR, +,-) mit der Ordnungs-
struktur (IR, <) gelten die folgenden Monotoniegesetze:

Fiir alle z, y, z, u, v € R gilt:
l.Lz2<y = z+4+2<y+z,
2.z<yu<v = z+u<ly+w,

.r<y,usv = zx4+u<y+wo.

4. 2 <y,z>0

= 1xz <Yz,
r<y,2>0 = xz<yz,

=

=

0. <y, 2 <0 Tz > Yz,

r<y,z2<0 Tz > Yz,
6. 0<zrx<y <= 1 >l.
T Y

Beweis: ad 1) Aus
r<ysy=xz+r, r>0

y+z=(@+r)+z=(x+2)+r

folgt x + 2z < y + z. Die iibrigen Aussagen werden analog bewiesen. qed.
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3.3 Der Betrag

y = |z

T X
1

Abbildung 3.3: Der Betrag von x

Definition 3.3.3: Fir x € IR heifst

der Betrag von x.

Der Betrag einer reellen Zahl ist ihr Abstand vom Nullpunkt. Es gilt:
z|<a <= —-a<z<a.

und

] < a

Abbildung 3.4:

z—29|<a <= xy—a<z<z+a.

Definition 3.3.4: Fir x € IR heifst

1, >0
signx := 0, z=0
-1, z<0

das Signum (Vorzeichen) von x. Natiirlich gilt: x = sign z |z|.
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|z —xo| < a
Abbildung 3.5:

Y

+14

> —1

Abbildung 3.6: Signum von z
Rechengesetze fiir den Absolutbetrag

Satz 3.3.4: Fiir alle x,y € R gilt

1 oyl = |allyl,
2. |xty| <|z|+|y|, Dreiecksungleichung

3. etyl = la] =yl -

Beweis: Wir beweisen nur die Dreiecksungleichung. Durch Addieren der Unglei-

chungen
—|z| <z < |z
—lyl <y <yl
folgt
—lzl =yl <z +y <|z[+ |y,
was Zu

lz+y| < |z|+ |y

dquivalent ist. qed.
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Gaufi-Klammer

Fiir z € IR bezeichnet [z] die grofite ganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist. Man
nennt [z] die Gauf-Klammer-Funktion.

Abbildung 3.7: Graph von [z]

3.4 Intervalle

Intervalle sind besonders einfache Teilmengen der Zahlengeraden.

Endliche Intervalle:

Definition 3.4.5: Es seien a, b € R, a < b. Dann heifien

[a,b] := {x:a <z <b} abgeschlossenes Intervall,
(a,b) = {x:a<z<b} offenes Intervall,

[a, b) {r:a <z <b} (rechts) halboffenes Intervall,
(a,b] = {x:a <z <b} (links) halboffenes Intervall.

Die Punkte a,b heiffen Endpunkte des Intervalls, und | = b — a ist die Intervall-
linge.

Unbeschrinkte Intervalle:
Fiir ¢ € IR definieren wir:

(a,00) :={zr €R:z>a}, [a,0):={x€R:x>a}
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(—o0,a):={r€eR:z<a}, (—o0,a]={rceR:z<a}

Beispiel: Gegeben sei folgende Ungleichung:

3 S 2
lz—9| " z+2°

Man driicke die Losungsmenge durch Intervalle aus. Der Definitionsbereich der
Ungleichung ist D = R\{—2,9}. Wegen |z—9| > 0 ist die Ungleichung dquivalent

zu
2|z — 9|

T+ 2
Wir unterscheiden zwei Félle nach dem Vorzeichen von z + 2:

3>

1. 42> 0,d.h. x > =2, x # 9; Wir formen die Ungleichung dquivalent um:
3z +6> |2z — 18]

—3r—-—6<2x—-18<3x+6

(12 < bx) A (=24 < )
12

>_
7%

Daher gilt L; = (,9) U (9, 00).

2. x+2 <0, d.h. z < —2. Multiplikation der Ungleichung mit z+ 2 < 0 ergibt
die dquivalente Ungleichung

3z +6< |2z — 18| .

Fiir z +2 < 0 ist 3z + 6 < 0 daher gilt Ly, = (—o0, —2).

Insgesamt erhalten wir L = Ly U Ly = (—00, —2) U (£, 9) U (9, 00). O

Reelle Intervallschachtelungen

Auf der Basis des Intervallschachtelungsaxioms, das fiir Schachtelungen von In-
tervallen rationaler Zahlen formuliert wurde, kann man unschwer den folgenden
Satz herleiten.

Satz 3.4.5: Sei [aq,bi],[az,bs], ..., [an,bs], ... eine unendliche Folge von abge-
schlossenen Intervallen mit a;,b; € IR, © € IN. Es gelte
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1. ap < apg1 < bpyy < by, n=1,2,..., d.h. jedes Intervall ist im vorherge-
henden enthalten.

2. Die Lingen der Intervalle werden mit zunehmendem n beliebig klein, d.h. die
Folge der Intervallingen strebt mit n — oo gegen null.

Dann gibt es eine und nur eine reelle Zahl x, die in allen diesen Intervallen
enthalten ist.

Mittels Intervallschachtelung beweist man die Eristenz der n - ten Wurzel: Zu
jeder positiven reellen Zahl a und zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es genau eine
positive Losung der Gleichung ™ = a. Man schreibt 2 = {/a, z = a'/". Mittels
aP/? .= (a'/9)? = (a)? definiert man Potenzen mit rationalen Ezponenten.

Reelle Exponenten: b € IR werde definiert durch die Intervallschachtelung [r,, s,]
mit r,, s, € Q. Dann bildet [a™, a*"] eine Intervallschachtelung, die a® definiert.
So zeigt man auch die Giiltigkeit der folgenden Rechengesetze: Fiir alle a > 0,
a,b,c e R gilt

abac — ab—l—c’ (ab)c — abc’ a—b — %
Weiters gelten die Monotonieausssagen:
a>1:0<by & ablgabz,
a<l: b <b, & blza’”,
b>0:0<ag <ay & algag,
b<0:0<a;<ay & a5 >ad

3.5 Mengen von reellen Zahlen

In diesem Abschnitt werden Grundbegriffe der Topologie der reellen Zahlen be-
sprochen.

Definition 3.5.6: Es sei A eine Teilmenge von RR.

1. A heifit nach oben beschrinkt, wenn es eine Zahl K € IR gibt, so daffz < K
fiir alle x € A gilt. K heifst eine obere Schranke von A.

2. A heifit nach unten beschrinkt, wenn es eine Zahl L € IR gibt, so daff x > L
fiir alle x € A gilt. L heifit eine untere Schranke von A.
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3. A heifit beschrankt, wenn A sowohl nach oben als auch nach unten be-
schrinkt ist.

Beispiel: A = (a,b], K =boderb+r,r>0,L=aodera—r,r>0. O
Beispiel: A={1-1 neN}={0,3,334% ..} K=1L=0.

Behauptung: K =1 ist obere Schranke und zugleich die kleinste obere Schranke.

Die Behauptung wird indirekt bewiesen: angenommen K' =1 —¢, ¢ > 0 wire
obere Schranke. Dann miifite gelten: 1—% <1—e Vn €IN.Also % >e¢ VnéeN.
Das ist gleichbedeutend mit n < % Vn € N, was falsch ist. Daher ist K = 1
kleinste obere Schranke. &

Definition 3.5.7: Sei A C R. Das Supremum von A, abgekiirzt sup A, ist die
kleinste obere Schranke von A. Das Infimum von A, abgekiirzt inf A, ist die grofite
untere Schranke von A.

Das heifit:

s =sup A, wenn gilt s ist eine obere Schranke von A, und jede reelle Zahl s’ < s
ist keine obere Schranke,

und 7 = inf A, wenn gilt r ist eine untere Schranke von A, und jede reelle Zahl
r' > r ist keine untere Schranke.

Definition 3.5.8: Sei A C IR. Gilt s = supA und s € A, so heifit s das

Maximum von A, s = max A. Gilt r = inf A und r € A, so heifst r das Minimum

von A, r = min A.

Beispiel: Fiir A = {z € Q : 22 < 2} gilt sup A = /2. Hier gilt also sup A ¢ A.
&

Satz 3.5.6: Jede nach oben beschrinkte, nicht leere Teilmenge A C IR besitzt ein
Supremum. Jede nach unten beschrinkte, nicht leere Teilmenge A C IR besitzt ein
Infimum.

Beweis: Erfolgt mittels Intervallschachtelung. qed.

Der folgende Satz gibt eine einfache Charakterisierung des Supremums und Infi-
mums einer Menge.

Satz 3.5.7: Fir ACR gilt:

1. Eine obere Schranke s von A ist genau dann das Supremum von A, wenn
es zu jedem € > 0 ein x € A gibt, so daff x > s — € 1ist.
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2. FEine untere Schranke r von A ist genau dann das Infimum von A, wenn es
zu jedem e > 0 ein x € A gibt, so daff © < r + € ist.

Definition 3.5.9: Es sei x € IR und € > 0. Dann heifst das Intervall
K(ze):=(x—ec,o2+e)={yeR: |ly—z| <e}
eine e-Umgebung von x und die Menge
K (z,e)={yeR:0< ly—z| <e}

eine reduzierte e-Umgebung von z.

Mit Hilfe des Begriffs der e-Umgebung wird die Lage und Nihe eines Punktes
xz € R zu den Punkten einer Menge A C IR genauer beschrieben. Klarerweise
konnen interessante Fragen nur im Fall einer unendlichen Menge A auftreten.

Definition 3.5.10: Fs sei A C R. Ein Punkt x € IR heif§it
1. innerer Punkt von A, wenn ein ¢ > 0 existiert, so daff K(z,e) C A.

2. isolierter Punkt von A, wenn x € A und es eine reduzierte €-Umgebung
K, (z,¢) gibt, so daff K.(z,e)NA=0.

3. Haufungspunkt von A, wenn jede e-Umgebung von x unendlich viele Punkte
von A enthdlt. Gleichbedeutend damit ist, dafl jede reduzierte e-Umgebung
von x mindestens einen Punkt von A enthdlt.

4. Randpunkt von A, wenn jede e - Umgebung K (z,¢) einen Punkt von A und
einen Punkt von A€ enthdlt.

5. auBlerer Punkt von A, wenn x innerer Punkt von A° ist.

Klarerweise gilt: Jeder innere Punkt ist Haufungspunkt. Jeder isolierte Punkt ist
Randpunkt.

Beispiel: Fiir A ={1, ne N} ={1,1,35,1,...} gilt:
1. A hat keine inneren Punkte.

2. Jeder Punkt von A ist isolierter Punkt.

3. Der Punkt 0 ist ein Haufungspunkt
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4. Der Punkt 0 ist ein Randpunkt.

Anhand einer Skizze sind alle Aussagen unmittelbar einsichtig.

Wir beweisen die 3. Behauptung: Es seie > 0 € R. Es gilt |z, — 0] = + <e &
n > 1. Setze N(e) = [1] + 1 (Dabei ist [] die Gau$ Klammer). Dann gilt + < ¢
fiir n > N(e), d.-h. z,, € K(0,¢) fiir n > N(e).

Die anderen Behauptungen werden analog bewiesen. &

Beispiel: Fiir a,b € R, a < b sind a und b die Randpunkte der Intervalle (a, b),
[a, b], (a,b] und [a, b). Fiir jedes dieser Intervalle ist die Menge der inneren Punkte

gleich (a,b), die Menge der Haufungspunkte ist gleich [a, b]. &
Beispiel: A = {1,5,1 — %, 11— %, ...}, Haufungspunkte: 0, 1; keine inneren
Punkte; jeder Punkt z € A, x # 1 ist isolierter Punkt. Die Menge der Randpunkte
ist AU{0}. %

Definition 3.5.11: Die Menge A C R heifit offen, wenn A nur aus inneren
Punkten besteht. Die Menge A C IR heifit abgeschlossen, wenn A alle Randpunkte
enthdlt.

Man sieht sofort: Die Menge A C IR ist genau dann offen, wenn die Menge A¢
abgeschlossen ist.

Definition 3.5.12: Fir A C IR ses

1. A die Menge aller inneren Punkte von A,
2. 0A die Menge aller Randpunkte von A,

3. A:= AUOA der Abschlufl von A.

Es gilt: Die Menge A st offen, die Menge A ist abgeschlossen.

Das folgende Beispiel verdeutlicht nochmals die ,Lage“ der rationalen Zahlen @
in den reellen Zahlen R.

Beispiel: Fir Q@ C R gilt: é)z 0, 0Q = R, Q = R. Jeder Punkt z € R
ist Haufungspunkt von @). Man sagt, @) liegt dicht in R. Die Menge IR ist der
topologische Abschlufl von @. &

Satz 3.5.8: (von Bolzano - Weierstrafl) Jede beschrinkte unendliche Teilmenge
von R hat mindestens einen Haufungspunkt.
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Beweis: Die unendliche Menge A sei beschriankt, also L < z < K fiir alle z € A.
Halbiert man das Intervall [L, K], so miissen in mindestens einem Teilintervall un-
endlich viele Elemente der Menge liegen. Dieses Teilintervall wird erneut halbiert,
so daf} in mindestens einem der neu entstehenden Teilintervalle wieder unendlich
viele Elemente der Menge liegen. Der Teilungsprozef liefert eine Intervallschach-
telung, die einen Haufungspunkt der Menge bestimmt. qed.



Kapitel 4

Zahlenfolgen

4.1 Der Begriff des Grenzwertes

Eine Folge ist eine Abbildung der Menge der natiirlichen Zahlen in die Menge
der reellen Zahlen. Jeder solchen Abbildung IN — IR entspricht eine abzdhlbare
Menge von reellen Zahlen {a;, as, as, ..., Gy, ...}. Die Zahlen ay, ag, . . . nennt man
Glieder der Folge und insbesondere a,, das allgemeine Glied. Eine Folge wird oft
mit {a,} bezeichnet.

Beispiel: Natiirliche Zahlen {1,2,3,...}, a, = n.

Beispiel: {1,3,3,...}, a, = +.

1

Beispiel: {1,3,2,3,3,...}, Gam 1 =M, Gom = 77

19949 3
Beispiel: {1,—-1,1,-1,...}, a, = (-1)""L.

S OSSO

Definition 4.1.1: Eine Folge {a,} heifit konvergent mit dem Grenzwert a, wenn
zu jedem € > 0 ein Index N(e) existiert, so dafy ¥n € IN mit n > N(e) gilt

la, —al <e.
In diesem Fall schreibt man
Jm an =

FEine nicht konvergente Folge heifit divergent.

Beispiel: a, = CU®  Wir vermuten den Grenzwert a = 0. Zu zeigen ist: fiir

n2+4n "
jedes € > 0 existiert ein Index N = N(¢), so da8 Vn € IN mit n > N(e) gilt
—-1)" 1
(1) — 0| = <e.
n?+n n?+n

40
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Beweis: Wir nehmen ¢ als vorgegeben an:

1
<5(=>n2+n>—.
n?+n €

Wegen n? +n > n? gilt n? +n > L falls n? > 1. Wir werden daher mit dieser
einfachen Ungleichung weiterarbeiten. n* > 1 & n > S5: N(e) = [%] +1. Es
folgt fiir n > N(e) : | GL — 0‘ <e. &

n2+n

Wenn wir im weiteren von fast allen Gliedern einer Folge sprechen, dann verstehen
wir darunter alle bis auf eine endliche Anzahl.

Satz 4.1.1: Andert man endlich viele Elemente einer Folge, so dndert sich der
Grenzwert nicht.

Definition 4.1.2: Die Folge {a,} heifst Nullfolge, wenn lim a, =0 gilt.

Satz 4.1.2:

Jgrgoanzaégggo(an—a)zo.

Satz 4.1.3: Ist eine Folge {a,} konvergent, so ist ihr Grenzwert eindeutig be-
stimmt.

Beweis: Eine Folge {a,} besitze zwei Grenzwerte, lim a, = ¢ und lim a, = b
n—ro0 n—oo

mit b > a. Es sei ¢ = &%, Dann liegen in K (a,¢) und K (b,¢) fast alle Glieder
der Folge. Das ist unmdglich, da K(a,e) N K(b,e) = 0. qed.

Satz 4.1.4: Jede konvergente Folge ist beschrinkt, d.h. 3A > 0, so dafl |a,| < A,
Vn e N.

Beweis: Zur reellen Zahl ¢ = 1 gibt es ein N, so daf fiir n > N gilt |a, —a| < 1.
Es folgt |a,| < |a| + 1Vn > N. Daher A = max{|a| + 1, |a1|,...,|an—1]|}.  qed.

Definition 4.1.3: FEine Teilfolge entsteht durch Weglassen gewisser Glieder der
Folge, wobet jedoch noch unendlich viele Glieder ibrigbleiben.

Satz 4.1.5: Konwvergiert eine Folge {a,} gegen eine Grenzwert a, so konvergiert
auch jede Teilfolge gegen a.

Bemerkung: Auch eine divergente Folge kann konvergente Teilfolgen haben. &

Rechenoperationen fiir Folgen

Fiir zwei Folgen {a,}, {b,} kann man
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1. die Summenfolge {a, + b, },

2. die Differenzenfolge {a, — b, },

3. die Produktfolge {a,b,} und

4. die Quotientenfolge {52} (falls b, # 0).

definieren.

Satz 4.1.6: Sind die Folgen {a,}, {b,} konvergent mit a = Aim ay und b =
nh_)ngo b,, so sind auch Summe, Differenz und Produkt konvergent, und es gilt:

1. nli_)rgo(an:tbn) =nli_)ngoan:l:nli_)ngobn =a=+b.

2. lim (ayb,) = lim a, lim b, = ab.
n—oQ n—o0 n—,oo

3. Ist b, # 0,n € IN, und weiters 7}1_)11010 b, #0, so ist {‘Z—Z} konvergent und
lim a,

nh—{rolo(z_:) - n]TI;O b, b
n—oo

4. Firc € R ist {ca,} konvergent mit nli_)rgo(can) = ¢ lim a, = ca.

1 1
2-5(=5%) _ b,

Beispiel: a, = el nll)rgo ¢, =3, b, =2 — d,e, mit ,}H{}odﬂ = 0 und
nh_)rglo e, = 1. Daher nh—>nolobn =2 und nh_)noloan =3 &

Der folgende Satz ist grundlegend fiir viele weitere Resultate.
Satz 4.1.7: Jede beschrinkte Folge {a,} hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Wir nehmen an, daf§ die Folge {a,} unendlich viele verschiedene Ele-
mente enthélt, sonst ist das Resultat ja selbstverstindlich. Aufgrund des Sat-
zes von Bolzano-Weierstral hat dann die Menge {a,} C R mindestens einen
Héufungspunkt a. Wir konstruieren jetzt eine Teilfolge von {a,}, die gegen a
konvergiert. Zu 1 := 1 gibt es ein Element a,, # a mit |a — a,,| < €;. Dann

_ la—an,|

setzen wir g5 := —*= und wissen, daf} es ein Element a,, # a, no > n; gibt mit
la — an,| < €2, u.s.w.. Natiirlich gilt klim n,, = . qed.
—00

Definition 4.1.4: FEine Folge {a,} ist eine Cauchyfolge, wenn es zu jedem & > 0
ein N = N(¢) gibt, so dafs fiir alle m,n € IN mit m,n > N(e) gilt |am — a,| < €.

Beispiel: Behauptung: die Folge a,, = % ist eine Cauchyfolge.
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Zu zeigen ist: Ve > 0 IN = N(¢) mit |a,, — a,| = ‘% - %| < ¢ falls m,n > N(e).
Wir nehmen an, da8 m < n. Es gilt |a, —a,| < ‘% + %‘ < 2. Dabher |ay, —ay| <,
falls m > 2 und folglich N(e) = [%} + 1. &
Man kann leicht zeigen, dafl jede konvergente Folge eine Cauchyfolge ist. Daf
auch die Umkehrung gilt ist der Inhalt des

Satz 4.1.8: (Konvergenzkriterium von Cauchy) Fine Folge {a,} ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchyfolge ist.

Auf den etwas lidnglichen Beweis, der auf Satz 4.1.7 beruht, wird verzichtet.

Bemerkung: Man sagt, IR ist vollstindig, d.h. jede Cauchyfolge in R ist kon-
vergent mit einem Grenzwert in IR. Die Vollstindigkeit von R ist der wesentliche
Grund fiir die Erweiterung des Zahlbegriffs von den rationalen Zahlen auf die
reellen Zahlen. [

4.2 Monotone Folgen

Definition 4.2.5: FEine Folge {a,} heifst

monoton wachsend, wenn a, < a,+1, Vn €N,
streng monoton wachsend, wenn a, < a,y+1, Vn € N;
monoton fallend, wenn a, > a,y1, Vn € NN;

streng monoton fallend, wenn a, > a,y1 Vn € IN.

Beispiel: a,, = %, b, = 2%, {a,}, {b,} streng monoton fallend. O
Beispiel: {1,1, %, %, %, %, -+ -}, monoton fallend. O
Beispiel: a,, = n, streng monoton wachsend. &
Beispiel: a, =1 — #, streng monoton wachsend. &

Definition 4.2.6: Eine Folge {a,} heifit nach oben beschrinkt, wenn es eine
Konstante K ¢ibt, so daff a, < K, Vn € IN; nach unten beschrinkt, wenn es eine
Konstante L gibt, so daff L < a,, Vn € IN.
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Der Hauptsatz iiber monotone Folgen

Satz 4.2.9: FEine monoton wachsende und nach oben beschrinkte Folge {a,} ist
konvergent und

lim a, = sup{a,}
Ebenso ist jede monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge {b,} konver-

gent und
nh_)ngo b, = inf{b,}

Beweis: a :=sup{a,}, d.h. a, < a, ¥n € IN und fiir beliebiges ¢ > 0 gibt es ein
N, so daf
a—e¢<apy <a.

Weil {a,} monoton wachsend ist, muf§ gelten: ay < a,, n > N, und folglich
a—¢e < ay, < a,n > N.Das heifit: Ab dem Index N liegen alle Glieder a,, n > N
in der ¢ - Umgebung von a. a ist also der Grenzwert, der Folge {a,}. qged.

Beispiel: a, =¢", 0 < g <1. Wegen ¢"! = q¢"¢ < ¢q" < ¢° =1 gilt

1. 0<a, <1und

2. {an} ist streng monoton fallend.

Folglich konvergiert {a,}. Bestimmung des Grenzwertes a := Jim q". Die Folge
{bn} = {qa,} ist Teilfolge von {a,} und hat daher auch den Grenzwert a, aber
natiirlich auch den Grenzwert ga. Aus a = ga, ¢ # 1 folgt a = 0. O

4.3 Das Vergleichskriterium

Satz 4.3.10: Sind die Folgen {a,}, {c,} konvergent gegen denselben Grenzwert
a und gilt fiir eine Folge {b,} : a, < b, < ¢, Vn € N, so ist auch {b,} konvergent
mit nh_)rgo b, = a.

Beweis: Wegen nh_)rglo a, = nh_)rglo ¢, = a gilt: Ve > 04 zwei natiirliche Zahlen Ny,
No,sodaB |a,—al < e,n > Ny, |cp—al <e&,n> Ny. Ist N = max{N;, Ny} so gilt
a—e < a, < ate,a—e < ¢, <a+e,n > N.Esfolgt:a—e < a, < b, <c, <a+te,
und somit ¢« — e < b, < a+¢,n > N, {b,} konvergiert also gegen a. qed.
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Beispiel: a, = /g, ¢ > 0. Es sei ¢ > 1. Dann ist /g > 1, also {a,} nach

unten beschrinkt. Wegen 1 < qn+r1 gilt Qn__Jrll < 1 und qqn__+11 < ¢. Daher ¢7+1 < g,
1 1 . . .

g1 < gv. {an} ist also streng monoton fallend. Um zu zeigen, da lim a, =1

benétigen wir die

Bernoullische Ungleichung: Fiir h > —1, gilt

(1+h)">1+nh, firale neN.

Beweis: Die Bernoullische Ungleichung wird mittels vollstéandiger Induktion be-
wiesen.

Fiir n =1 ist die Ungleichung klarerweise erfiillt.

Die Ungleichung sei nun fiir ein bestimmtes n richtig. Dann folgt

(1+R)"™ = (1+h)QA+h)"
(1+ h)(1 + nh)
1+ (n+1)h+ h?
> 14 (n+1)h.

v

Daher gilt die Ungleichung fiir n 4+ 1 und somit fiir n € IN. qed.

Fortsetzung des Beispiels: Aus der Bernoullischen Ungleichung folgt ¢ = (1 +

(a—-D)">1+n(g/g—1), L2 > ¢/g—1>0,also 1 < /g < (£ +1). Aus
dem Vergleichskriterium folgt 7}1_)120 a, = 1. &

Beispiel: In den Ubungen wird gezeigt:

A Vn=1.
¢

Beispiel: a, = (1+ )"
Nach dem Binomischen Lehrsatz ist

_, 1 nh-1) 1 nn—1)---2-1 1

TR nl T
Wegen
nn—1) nn-1 1 nn—1)---2-1 1 2 n—1
nh—2) _"n, = (1=2),--, = (1-2)(1=2)- - (1-
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gilt

1 1 1 1 2 n—1
=1+l +—(1=)4--+—-1=)1=2)---(1—
a4 + +2!( n)+ +n!( n)( n) ( n

Daraus folgt

1

1 1 1 1
.4 = - = 2" S —
I STkl gt <L bbby = T < b =3

{a,} ist also nach oben beschrinkt. Andererseits ist {a,} eine streng monoton
wachsende Folge, denn a,,; entsteht aus a,, indem man die Faktoren (1 — %),
(1= 2),--- durch die groBeren (1 — 7), (1 — ;25) ersetzt und schlieflich noch
ein positives Glied dazufiigt. Also ist {a,} als streng monoton wachsende, nach

oben beschriankte Folge konvergent,

1y\n
lim (1 + ﬁ) =: e (Eulersche Zahl) .

n—r00
¢
Bemerkung: e ist auch Grenzwert der Folge
"1 1 1
bn:ZH:1+1+§+---+m,
k=0
d.h.
i 1
e= —
o k!
[ ]

Definition 4.3.7: Eine Folge {a,} heifit uneigentlich konvergent gegen oo oder
bestimmt divergent gegen oo, wenn die Folgenglieder beliebig grofi werden, falls
nur der Index geniigend grof§ gewdhlt wird.

Bemerkung: Das heifit VK € R, IN = N(K), so dal a,, > K fiir n > N.

Man schreibt: nh—>120 a, = 00. 'y
Beispiel: a, = n?: Bestimmt divergent gegen oc. &

Beispiel: {1,3,2,3,3,---}: Nicht konvergent, aber auch nicht bestimmt diver-

gent. ¢

Beispiel: a, = —n?; nh_}nolo a, = —o00, bestimmt divergent gegen —oo. &



Kapitel 5

Reelle Funktionen

5.1 Allgemeines

Reelle Funktionen sind Abbildungen der Zahlengerade in die Zahlengerade:
f:ACR—-BCR,

wobei A der Definitionsbereich und B der Bildbereich der Funktion f sind. Man
schreibt z — f(x) oder y = f(z). Die Elemente von A heiflen Argumente oder
Urbilder von f. Ein Element y € B mit y = f(x) fiir z € A heifit Bild von x
unter f oder Funktionswert von f an der Stelle x. Der Wertebereich oder das
Bild der Funktion f ist die Menge Wy := {f(z) : . € A} C B.

Im Fall Wy = B sagt man die Abbildung f ist auf B, im Fall W; C B sagt man
die Abbildung f ist in B.

Definition 5.1.1: Die Menge Gy = {(z, f(x)) : € A} C R? heifit der Graph
der Funktion f(z).

Beispiel: f:[-2,4) —» R,
) —2<z< %

1

1
3, 3?—5
5
2

-z, %<x<4

Hier gilt also: A = [-2,4), W; = (—1.5,2) U {3}. &

47
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1 Y 1 2 4
_17

Abbildung 5.1: Graph des obigen Beispiels
5.2 Die Komposition von Funktionen

Definition 5.2.2: FEs seien g: A — B und [ : C' — D zwei Funktionen, und es
gelte W, C C. Dann ist durch

z — f(g(z))
eine Funktion fog: A — D definiert. Die Funktion f o g heifit Komposition von
f undg.

Bemerkung: Man spricht auch von einer Zusammensetzung oder Schachtelung
der Funktionen. Dabei ist g die innere und f die duffere Funktion.

Sprechweise: ,, f von ¢“, ., f angewandt auf g“.

Damit die Komposition definiert ist muf gelten W, C C'. Diese Bedingung ist im
Fall B = C immer erfiillt. [

Beispiel: g: R\ {0} - R, g(z) =1; f:R— R, f(z) =2z — 1.

(Fog)e) = Flo@) = F(=) =22 —1= =2,

T xz xz

Jedoch ist g o f nicht definiert, denn W; ¢ R\ {0}. Fiir z = 3 gilt ja f(z) = 0.
¢
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Abbildung 5.2:

5.3 Die Umkehrfunktion

Eine bijektive Funktion f : A — B besitzt eine eine Umkehrfunktion oder inverse
Funktion

f':B = A,
die durch f~!(y) := z, genau dann, wenn y = f(z) definiert ist.

Beispiel: Die Funktion f: IR — R, z — 2x — 3 ist bijektiv.

Bestimmung der Umkehrfunktion: y =22 — 3 & ¢ = 3’;—3, Daher gilt:

3
f_lrlR—HR, y|—>—y; .

Die Bezeichnung der Variablen mit y ist aber nicht zwingend. Bei Verwendung
von z als Argument erhalten wir das Funktionenpaar:

fR—=MR, z—=2x-23,

f1:R =R, xn—>$;3.

Fiir eine Funktion f und ihre Umkehrfunktion f~! gilt stets

flof=id, fofl=1id
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Der Graph der Umkehrfunktion

Fiir die graphische Darstellung der Umkehrfunktion einer reellen Funktion neh-
men wir an:

f:A=]a,b] = B=[f(a), f(b)] -
Der Graph der Umkehrfunktion ensteht durch Spiegelung des Graphen von f an

A
Lo [y
Yo [ ””” > ‘ :3 ‘g@\
f(a) AR
7
0 o J@w f®T0 b

Abbildung 5.3: Graph der Umkehrfunktion

der 1. Mediane (das ist die Gerade y = z) in der (z,y) - Ebene.

Im Fall einer Funktion, die nicht bijektiv ist, kann man oft Teile des Definitionsbe-
reichs und des Wertebereichs finden, auf denen die (Einschréinkung der) Funktion
bijektiv ist und daher eine Umkehrfunktion besitzt. Falls die urspriingliche Funk-
tion nicht injektiv ist, erhédlt man so mehrere Zweige der Umkehrfunktion.

Beispiel: Die Funktion g : R — R, z — (z — 2)? + 1 ist weder surjektiv noch
injektiv. Die Funktion f : R — [1,00), z — (x — 2)% + 1 ist surjektiv aber nicht
injektiv. Durch zerlegen des Definitionsbereiches R = (—o00,2] U [2,00) erhilt
man zwei bijektive Funktionen:

fi:Dy = (=00,2] = [1,00), x4+ (z—2)*+1,

fo:Dy=1[2,00) = [1,00), x> (x—2)*+1,
die jeweils eine Umkehrfunktion besitzen.

Aus (z —2)? + 1 =y, folgt z = 2 + \/y — 1. Daher sind

frti[l,00) = (=00,2], 22—z —1,
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Abbildung 5.4: f(x) = (z — 2)? + 1 und Zweige der Umkehrfunktion

und
fiti[l,00) = [2,00), =+ 2+Vr—1
die zwei Zweige der Umkehrfunktion. &

5.4 Eigenschaften von Funktionen

Beschrinktheit
Definition 5.4.3: Sei f: A — R eine reelle Funktion. f heifit

1. nach oben beschréinkt, wenn es eine reelle Zahl K gibt, so daff f(z) < K,
Vo € A; (K...obere Schranke);

2. nach unten beschréinkt, wenn es eine reelle Zahl L gibt, so daf f(z) > L,
Vz € A; (L...untere Schranke);

3. beschriankt, wenn f nach oben und nach unten beschrdnkt ist.

Klarerweise gilt:

Satz 5.4.1: f: A — R ist genau dann beschrinkt, wenn es eine reelle Zahl R
gibt, so daf |f(z)| < R Vz € A.

Beispiel: f: R\ {0} = R, f(z) = £ ist nicht beschriinkt:
VR > 03z € Amit |f(z)| = ; > R, 2.B. 2 = +55. o

Klarerweise gilt: Satz 5.4.2: Die Summe und das Produkt beschrinkter Funktio-
nen sind wieder beschrinkte Funktionen.
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Abbildung 5.6: f(z) = 1

Stetigkeit

Der Begriff der Stetigkeit ist von fundamentaler Bedeutung in der Theorie von
Funktionen. Grob gesprochen handelt es sich um die folgende Frage:

Es sei A C R offen, z.B. A = (a,b) und f : A — R. Fiir zwei Argumente £ und
€+ h in A sind die Funktionswerte f(£) und f(£+h). Kann man f(£+h) beliebig
nahe an f(£) heranbringen, indem man A klein genug wéhlt 7 Anders ausgeriickt:
Haben Argumente, die nahe liegen, Bilder, die nahe liegen ?

Definition 5.4.4: (Limesdefinition der Stetigkeit)

Sei A C R offen. Fine Funktion f : A — IR heifit stetig an der Stelle £ € A,
wenn fiir jede konvergente Folge x,, C A mit lim,,_, o x, = & gilt:

f(&) -

lim f(z,)

n—oo

Aquivalent dazu ist
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Yy Yy £
fi q
fl€+h °
f(&) )
A
£ E+h 0

Abbildung 5.7: f; ist stetig fiir alle &; fo ist nicht stetig bei & =0

Definition 5.4.5: (g, ¢ - Definition der Stetigkeit)

Sei A C R offen. Eine Funktion f : A — IR heifit stetig an der Stelle £ € A,
wenn es zu jeder reellen Zahl € > 0 eine reellen Zahl 6 = 6(¢) > 0 gibt, so daff
fiir alle x mit |§ — x| < 0 gilt

f(&) = fla)l <e.

Da A als offen voausgesetzt wurde, gilt fiir § hinreichend klein K (£, ) C A. Daher
ist f(x) fiir x € K(,0) definiert.

Beweis: (der Aquivalenz)

1. -6 = Limes: Es sei limz, =& = Ve >0: AN = N(e) : |zn — ] <d(e)
firn > N =Ve >0: AN = N(e): |f(&) — f(zn)| < &, Vn > N =
lim f(2) = £(€).

2. Limes = &-0: Wir zeigen: Gilt die ¢, § - Eigenschaft nicht, so gilt auch die
Limeseigenschaft nicht. In diesem Fall 3¢5 > 0, so dal V6 > 03z (abhéngig
von §) mit | —z| < dund |f(z)— f(§)]| > &o. Es sei §y fest gewihlt: Jzq mit
€ —z0| < B0, |f(§)— f(x0)| > €0; Natiirlich ist zo # £ Wiihle §; = 3|€ — zo|:
dzy mit [€ — x| < 1, |f(E) — f(z1)] > €o; Wiederum ist zy # £ Wéhle
0y = %|§ — To|: Axo mit € — x9| < d, u.S.W..

Es gilt JL%xn = ¢, jedoch |f(&) — f(zn)| > €0, n € IN. Also konvergiert
f(z,) nicht gegen f(&). Wenn also die ¢, d - Eigenschaft nicht gilt, gilt auch
die Limeseigenschaft nicht.

qed.
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-

0 )

Abbildung 5.8: ¢, § - Definition der Stetigkeit

Merkregel: Ist f stetig an der Stelle £ so ist die Reihenfolge von Limesbildung
und Funktionsauswertung vertauschbar: Fiir jede Folge {x,} € A mit Jim 2, = ¢
gilt dann

n—oo n—oQ

Definition 5.4.6: f: (a,b) — R heifit stetig auf (a,b), wenn f stetig an jeder
Stelle x € (a,b) ist. Wir schreiben dafir f € C(a,b).

Satz von der Vorzeichenbestindigkeit stetiger Funktionen

Satz 5.4.3: Ist die Funktion f : A — R an der Stelle £ € A stetig und f(§) # 0,
so gibt es ein 0 > 0, so daf8 fiir alle v € K(&,0) gilt: f(x) # 0 und signf(z) =

signf(§).

Abbildung 5.9: Vorzeichenbesténdigkeit stetiger Funktionen

Beweis: Sei f(£) = n > 0. Geméf der ¢, 0 - Definition der Stetigkeit existiert
fiir e = 4 ein § = §(3) > 0, so daB fiir alle |z — £| < ¢ gilt |f(z) — f(£)| < 3. Fiir
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diese z muf f(z) # 0 sein, da sonst |f(x) — f(§)| = [f(§)| =n > 2. Weiters muf
sign () = sign f(€) sein, da sonst |£(z) — ()] = |£(z)] + |[£(€)] > 1> 2. qed
Satz 5.4.4: Sind die Funktionen f(z) und g(x) an der Stelle £ stetig, so sind
auch die folgenden Funktionen an der Stelle & stetig.

1. af(z) +bg(x), a,b € R

2. fx)g(z),

F@)  aiis
3y Jalls 9(6) #0.

Beweis:

1. Sei lim z,=¢. Dann gilt laut Voraussetzung lim f(z,,) = f(¢), lim g(z,) =
9(&). Aus den Grenzwertsitzen fiir Folgen reeller Zahlen folgt

Jim (af (2) + bg(zn)) = @ lim f(zn) +b lim g(zn) = af(£) + bg(§)-
2. und (3) analog.

qed.
Beispiel: Ein Polynom p,(z) = ag + a1z + - - - a,2™ ist auf ganz R stetig.

Beweis: Rekursives Anwenden von Satz 5.4.4 impliziert: Die Potenzfunktionen

(fo(z) =1, fi(z) = z, fo(z) = 22,---, fi(x) = 2%, i € Ny sind stetig. Daraus
n

folgt p(z) = Y a;z’ ist stetig. &
i=1

Um nicht immer auf die Definition iiber Folgen zuriickgreifen zu miissen, definie-

ren wir den Begriff des Grenzwertes einer Funktion und links- und rechtseitigen

Grenzwert einer Funktion (siehe Abb. 5.10).

Definition 5.4.7: Eine Funktion f : D C IR — R hat an der Stelle & den

1. Grenzwert «, in Zeichen

lim f(z) = «,
T—E

falls f zumindest in einer reduzierten Umgebung K.(§,€), € > 0 definiert
ist und fir jede gegen & konvergente Folge {x,} C K,.(§,¢) gilt

Jim #(@n) =
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2. den linksseitigen Grenzwert oy, in Zeichen

lim f(@) =,

falls f zumindest in einem Intervall I = (€ — €,£), € > 0 definiert ist und
fiir jede gegen & konvergente Folge {x,} C I gilt

Jim £ (o) = o

3. den rechtsseitigen Grenzwert o, in Zeichen

li =
Jim f(z) = ar,

falls f zumindest in einem Intervall I = (£,€ +¢), € > 0 definiert ist und
fiir jede gegen & konvergente Folge {x,} C I gilt

Jim £(a) =0

Wir schreiben: oy = f(£—), o = f(€+).

Bemerkung:

1. Man beachte, da} in der obigen Definition die Funktion f an der Stelle &
gar nicht definiert sein mufi.

2. Natiirlich kann man den Begriff des (einseitigen) Grenzwerts einer Funktion
auch mittels e, 6-Notation charakterisieren.

Analog dazu definiert man die Begriffe:

lim f(z) und lim f(z).

T—00 T—r—00

Die obigen Begriffsbildungen ermdoglichen die folgende Charakterisierung der Ste-
tigkeit einer Funktion.

Satz 5.4.5: Die Funktion f(z) ist genau dann stetig an der Stelle &, wenn f(£—)
und f(§+) existieren und f(§—=) = f(E+) = f(&) gilt.



[5] Reelle Funktionen 57

\

Abbildung 5.10: Rechts- und linksseitiger Grenzwert

Einfache Arten von Unstetigkeiten

Definition 5.4.8: Fulls fiir eine Funktion f die einseitigen Grenzwerte f(€—),
f(&+) existieren und f(€—) = f(&+) # f(€) gilt, so spricht man von einer
hebbaren Unstetigkeit.

Falls fiir eine Funktion f die einseitigen Grenzwerte f(£—), f(E+) existieren
und f(§=) # f(&+) gilt, so spricht man von einer Sprungstelle mit Sprunghshe

[f(E+) = F(E-)I-
Beispiel: f(z) = sign?z. Die Unstetigkeit kann durch die Definition f(0) := 1

y = sign®(z)

—t

Abbildung 5.11: Hebbare Unstetigkeit

behoben werden. Dadurch definiert man strenggenommen eine neue Funktion,
die stetig ist und die fiir z # 0 mit der alten Funktion iibereinstimmt. &

Beispiel: Fiir f(x) = sign z ist der Punkt x = 0 eine Sprungstelle mit Sprunghdhe 2.
¢

Definition 5.4.9: Die Funktion f(x) hat an der Stelle & einen Pol der Ordnung
a, wenn f geschrieben werden kann als f(x) = (%’_%La, a > 0, wobei g an der
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Abbildung 5.12: Pol erster Ordnung

Stelle & stetig ist und g(§) # 0.

Beispiel: f(z) =1, g(z) =1,{=0, =1, Pol 1. Ordnung.

3z
z—6)3

<S5

Beispiel: f(z) = ( hat an der Stelle z = 6 einen Pol 3.0rdnung.

~—

Bemerkung: Je hoher die Ordnung eines Pols, desto schneller , divergiert“ f(z,
fiir x, — & gegen +o00.

>

Ein Beispiel einer ,,pathologischen“ Unstetigkeit

sini, 2>0

x) = z’ .

/(@) {0, z=0
fl@) = 0 fir I = nm, T =, n €N,
fl@) = 1 fir 1 5+2nm, o= (l.1|_2)’ n € Ny,
f(z) = -1 fir % = 37”+2n7r, x:W(%;n), n € INy.

Fir {z,} = {1} gilt f(z,) = 0. Fiir {z,,} = {M} gilt f(z,) = 1. Fiir
2

{z)} = {m} gilt f(z,) = —1. Generell: Va € [—1,1] 3{z,,} mit Jim 2, =0

und f(z,) = a.

Es gilt jedoch: Fiir o > 0 ist die Funktion:

%sini >0
x) = z’
f( ) {0, =0

stetig auf [0, 00), mit mll)%ﬂrf(x) = 0.
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Abbildung 5.13: f(z) = sin .
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Abbildung 5.14: f(z) = xsin%

0.6
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Stetigkeit der Komposition von Funktionen

Satz 5.4.6: Die Komposition f o g sei definiert. Falls g an der Stelle & stetig ist
und f an der Stelle g(§) stetig ist, dann ist y = f(g(x)) an der Stelle & ebenfalls
stetig.

Beweis: Zu zeigen ist: Aus lim &, = ¢ folgt T}Lrgof(g(xn)) = f(g(¢)).

Laut Voraussetzung gilt

1. T}Lr{}oxn =¢= nlljglog(l"n) =g(&),
2. lim z, = g(§) = lim f(2n) = f(9(&))-

Setzt man in (2) z, = g(z,), so ist der Beweis erbracht. qed.

Stetigkeit auf abgeschlossenen Intervallen

Definition 5.4.10: f: I = [a,b] — R heifit stetig auf [a, b], wenn f auf (a,b)
stetig ist, die rechts- bzw. linksseitigen Grenzwerte f(a+) und f(b—) existieren
und weiters gilt f(a) = f(a+), f(b) = f(b—).

Notation: f € Cla,b].

Beispiel: f(z) = 2°, I = [1,2]; f(1+) = 1 = f(1), f(2—) = 8 = f(2); f ist

stetig auf I. O
.. 0, zz=1

Beispiel: f(z) = { 5. ze (1,2 f & Cla, b]. ¢

x Y

Satz 5.4.7: Fine auf einem abgeschlossenen Intervall I = [a,b] stetige Funktion
ist dort beschrinkt, d.h. es existieren Zahlen L, K, so daff L < f(z) < K, Vz €
[a, b].

Beweis: (indirekt) Annahme: f(x) ist nicht beschréankt. Dann existiert eine Folge
{z,} C [a,b] mit |f(z,)| nicht beschrankt. Daraus folgt: Es existiert eine Teilfolge
{z,} mit {|f(z,)|} uneigentlich konvergent gegen occ. {z, } hat mindestens einen
Hiufungspunkt ¢ € [a, b], und eine gegen ¢ konvergente Teilfolge {x, }. Aufgrund
der Stetigkeit gilt lim f (z,) = f(€), andererseits jedoch Jim |f(x)| = oo, ein
Widerspruch. qed.

Wegen dieses Satzes ist die Menge f(I) nach oben und nach unten beschrinkt,
hat also ein Supremum s und ein Infimum r. Wir schreiben dafiir

r=inff(z), s= swlgl)f(x) :



[5] Reelle Funktionen 61

Im Fall r,s € f(I), d.h. wenn 3¢, n € I mit f(§) = r und f(n) = s, dann nennt
man 7 das Minimum und s das Maximum von f auf I. Wir schreiben dann

=R, s =g

Satz 5.4.8: (von Weierstraf iber Minimum und Mazimum von stetigen Funk-
tionen) Auf einem abgeschlossenen Intervall nimmt eine stetige Funktion stets
thr Minimum und Mazimum an.

Beweis: Es sei s das oben definierte Supremum. Zu jedem n € IN gibt es dann ein

Ty € [a,0) mit s—= < f(z,) < s. Die Folge {z,} besitzt eine konvergente Teilfolge

{2, } und es sei lim z,,, = n. Wegen der Stetigkeit von f gilt f(n) = lim f(zy,,).
k—o0 k—oo

Nun ist aber

woraus folgt
0= lim (s — f(zn,)) = s = f(n)-

Das Supremum ist also tatséichlich ein Maximum.
Zum Beweis fiir das Minimum wendet man die obige Uberlegung auf die Funktion

—f(z) an. qed.
Satz 5.4.9: (Zwischenwertsatz von Bolzano) Eine auf einem abgeschlossenen

Intervall I = [a,b] stetige Funktion f : I — IR nimmt jeden Zwischenwert (min-
destens) einmal an, d.h.

v € [min f(z), max f()] 3¢ € L mit f(§) =n.

Beweis: Man geht von der Gleichung f(z) = n aus und erzeugt durch sukzessive
Intervallhalbierung eine Intervallschachtelung

[Cn, dﬂ]: nc ]N
mit der Eigenschaft
flen) <n < fldy), neN

Fiir die durch die Intervallschachtelung definierte Zahl £ = nh_)rglo Cp = nh_)nolo d, folgt

f(&) <nund n < f(€), also
n=f(&).

qed.
Aus diesen Sitzen folgt unmittelbar:

Satz 5.4.10:
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max f(z) ot *

Join f(z) e ST s

Abbildung 5.15: Zwischenwertsatz

1. Ist f auf dem Intervall I stetig, so ist das Bild f(I) wieder ein Intervall.

2. Durch eine stetige Abbildung f wird ein abgeschlossenes Intervall [a,b] auf
ein abgeschlossenes Intervall abgebildet.

GleichmiBlige Stetigkeit

Definition 5.4.11: Eine Funktion f(x) heifit gleichméBig stetig auf dem Inter-
vall I C R, wenn zu jedem € > 0 ein 6 existiert, so daf§ aus |1 — z3| < 0 folgt

|f(z1) = f(z2)| <e.
Satz 5.4.11: Jede auf einem abgeschlossenen Intervall I stetige Funktion ist dort
gleichmdapig stetig.

Beweis: Wir setzen fiir n € IN
. 1
Spi={sup|f(z) — f(y)|: z,y € I mit |z —y| < ﬁ}

1. Wenn wir zeigen kénnen, daf nll}rgo s, = 0, so sind wir fertig: Um fiir gege-
benes ¢ > 0 ein § > 0 zu finden, wihlen wir dann N = N(¢) so grof}, daf
SN() < € und setzen § := NGE

2. Die Folge {s,} ist monoton fallend und nach unten beschréinkt durch null.
{s,} ist also sicher konvergent. Wir zeigen jetzt, dafl eine Teilfolge {s,, }, k¥ €
IN gegen null konvergiert, und haben dann natiirlich auch die Konvergenz
der Folge selbst gezeigt.
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Fiir jedes n € IN gibt es Zahlen z,,,y, € I mit

= < (o) = S )] < s (5.1)

Die Folge {x,} hat eine konvergente Teilfolge {z,, }, klim Tp, = & und wegen
— 00

1 1
|xnk_ynk|§_§——>0, fir k — oo,
Nk k

gilt auch klim Yn, = €. Wegen der Stetigkeit von f ist klim \f(zn,) — f(yn,)| =0,
— 00 —00
und daher nach (5.1)
i, o = i lome =50 =0

qed.

Lipschitz Stetigkeit

Definition 5.4.12: Eine Funktion f(x) heifit Lipschitz-stetig auf dem Intervall
I, wenn es eine Konstante L > 0 gibt, so dafs

|f(z1) — f(z2)| < Llxy — x2| Vazi,29 € 1.

So eine Konstante L heifit Lipschitzkonstante von [ auf I.
Satz 5.4.12: Lipschitzstetigkeit impliziert gleichmdfsige Stetigkeit.

Beweis: ¢ > 0 vorgegeben. Behauptung: § = %. Denn aus |z — z2| < 6 folgt
\f(x1) = fz2)| < L, dhe: [f(z1) — f22)| <e. qed.
Beispiel: f(z) =22, I = [a,b],

|f(z1) = fz2)] = |37% - x§|
|T1 + xo||T1 — X2

= 2max{|al, |b|}.]z1 — z2].
Eine Lipschitzkonstante fiir f(z) = x? auf [a, b] ist daher 2max{|al, |b|}. &
Beispiel: f(z) = 2, z € [a,00) mit a > 0. Es gilt

1 1 a3—a] ztm

fla) = f(e) =5 -5 = = —5 5 (22 — )

x7 T3 x%x% XT3
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und folglich
|f(z1) — f(z2)] < Llzy — 24,

mit
1+ Zo

L> sup 53
z1,22€[a,00)  L1L

Man sieht, daf3

T+ To T To 1 1 2
52 — 2.3 1 332> st 5 <3
.rl;l./,EQ $1$2 .rl;l./,EQ $1$2 xll‘Z a
Somit ist L = % eine Lipschitzkonstante. o

Monotonie

Definition 5.4.13: f(x) heifit auf dem Intervall I

monoton wachsend im strengen Sinn, wenn x; < x5 = f(z1) < f(z2),
monoton wachsend im schwachen Sinn, wenn 1 < z2 = f(z1) < f(z2),
monoton fallend im strengen Sinn, wenn x; < xo = f(x1) > f(x2),
monoton fallend im schwachen Sinn, wenn z; < xo = f(x1) > f(z2).

Satz 5.4.13: Fine auf einem Intervall I stetige und streng monotone Funktion
nimmt jeden Wert in f(I) genau einmal an.

Beweis: Wire fiir &,& € f(I) mit & < &, f(&) = f(&), so lige ein Wider-
spruch zur strengen Monotonie vor. qed.

Stetigkeit der Umkehrfunktion

Satz 5.4.14: Ist f : I — R stetig und streng monoton, so existiert die Umkehr-
funktion f=': f(I) — I und ist ebenfalls stetig und streng monoton.

Beweis: Die Existenz der Umkehrfunktion folgt sofort aus der Monotonie.

1. Strenge Monotonie von f~!: Wir nehmen an, f sei streng monoton wach-
send. Wire fiir y; < y, die Ungleichung f~1(y1) > f*(y2) moglich, so hiefie
das, mit x; = f~H(y1), T2 = f~Hy2), daB f(z1) < f(z2) bei z; > x5, ein
Widerspruch.
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2. Stetigkeit von f~': Wir werden zeigen: Sei n = f(£) € f(I). Dann existiert
zu jedem & > 0 ein 6 > 0, so daB aus |y —n| < d folgt |f~(y) — &| < e.
Falls ¢ kein Randpunkt von I ist, wihlen wir ¢ > 0 so klein, daf§ [ —
g, & +¢| C I ist. Weiters setzen wir ny = f(§ —€), 7o = f(§ +¢) und
d := min{n — ny,mo — n}. Dann folgt aus |y — n| < 0

m<n=0<y<n+d<n.
Aus der Monotonie von f~! ergibt sich

E—e=f""m) <[y <f(m)=E+e,

somit
I y) - €l <e.
Ist £ ein Randpunkt, so geht man analog vor.
qed.
Beispiel: f(z) =2", f: R —> R
1. n ungerade: [ stetig, streng monoton wachsend; y = 2" & z = y%,

dh.: f(z) = .

2. n gerade: f stetig und streng monoton fallend auf (—oo,0], f stetig und
streng monoton wachsend auf [0, 0o).

fa

fol@) =~V
Abbildung 5.16: Umkehrfunktionen fiir f(z) = 2", n=2und n =3
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Daher sind die Funktionen

fi:[0,00) = [0,00),  fi(x)
fo i (=00,0] = [0,00), folx)

I
8 8
3

stetig und streng monoton und haben die Umkehrfunktionen:

fit:[0,00) = [0, 00), fl—l(x):x% = /7,
f':[0,00) = (=00,0], fil(x)=—23

8

Weitere Eigenschaften von Funktionen

Definition 5.4.14: f : IR — IR heifit periodisch mit der Periode p > 0, wenn p
die kleinste reelle Zahl ist, so daf, f(x +p) = f(z) Vz €.

Dann gilt: f(z + kp) = f(x), Vk € Z.

Definition 5.4.15: f: (—a,a) = R, a > 0, heifit gerade, wenn f(z) = f(—x),
x € (—a,a), und ungerade, wenn f(z) = —f(-z), € (—a,a). (Analog fir
[—a,al).

Der Graph einer geraden Funktion ist symmetrisch zur y-Achse, der einer unge-
raden Funktion symmetrisch zum Ursprung.

Abbildung 5.17: Gerade und ungerade Funktion



Kapitel 6

Differentialrechnung

6.1 Differenzenquotient und Ableitung

Gegeben ist eine Funktion f : (a,b) — RR. Fragestellung: Welche Richtung hat die
Tangente an den Graphen von f im Punkt (z, f(x))? Was versteht man iiberhaupt
unter der Tangente? Besitzt jede Kurve eine Tangente?

Idee: Approximation der Tangente durch Sekanten. Die Steigung der Sekante ist

/

n T Sekante:
tanq; = L4
= r1—x
o

Y2 SN s

0o
7 (071 BN
2 H
y=f(z) N B '
To — T
r1 — X
x X9 X

Abbildung 6.1: Differenzenquotient

67
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gleich dem Differenzenquotienten

yi—y Ay Af  fla+h) - f2)
r—x Ax Az h )

Man erwartet, dafl die Sekante im Grenziibergang h — 0 zur Tangente wird. Der

Anstieg der Tangente ist die Ableitung der Funktion.
Bemerkung: Zur Definition der Ableitung an der Stelle x mufl f in einer Um-
gebung von x definiert sein. [ )
h) —
Definition 6.1.1: Sei f : (a,0) > R und = € (a,b). Wenn ’llin(l)f(x * })L /(@)
5

existiert, dann heifit f differenzierbar an der Stelle x. Man schreibt

o) — tim D) = (@)

h—0 h

und bezeichnet f'(x) als die 1. Ableitung von f an der Stelle x.

Andere iibliche Bezeichnungen fiir die Ableitung sind:

dy ! . df o
@(iﬂ) =y'(z) = %(iﬁ) = f'(z)

Beispiel: f(z) =¢, f(x 4+ h) — f(z) = ¢ — ¢ = 0, daraus folgt: ¢/ =0, j—; = 0.

Die Ableitung einer Konstanten ist Null. &

Beispiel: f(z) =z, lim ZEFM =S@ _y odh=e gy e o
h—0 h—0 h dx

Die Ableitung von z"

Essei f(z) =2", n€ IN. Aus

(x_i_h)n_xn _ 1 n\ n0 Y\ n-1;1 Y\ o1n n

— nx”_l—i- <n>$n_2h++ <n>hn—1'
2 n

Satz 6.1.1: Die Potenzfunktion x™, n € IN st auf ganz R differenzierbar und

und h — 0 folgt

(") = na™ ' .
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Die Ableitung von sinx und cosz

Es sei f(z) =sinz. Aus

flz+h) - f(x)

1
= E[sin(x + h) —sinz]

h
1 h h
= EZcos(w—i—i)sing
hy sin 2
= cos(m+§) 122.
2
und '
lim ST _ 1.
z—=0 I
folgt
dsinzx h sin 2
! _ BERT oy . 2 _
fi(z) = I —}ZIE)I%)COS(Z‘—{—Q)I{I_T)I(I) ] COST .

Analog zeigt man die Differenzierbarkeit von cos z. Daher gilt

Satz 6.1.2: Die Winkelfunktionen sin x und cos x sind auf ganz IR differenzierbar

und )
dsinz dcosz

=COSZ = —sinz .
dz ’ dz

Wir beweisen noch das verwendete Resultat

Sin x
=1.

lim
z—0 g

Beweis: Wegen der zwei Ungleichungen fiir die trigonometrischen Funktionen gilt

sin x sin x
< <1

— I

tanx =

also )
sin z

m
cosx < <1, |z|< 3

Das Resultat folgt wegen lim cosz = 1.
z—0
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Ableitung der Exponentialfunktion

Dazu benoétigen wir zwei Hilfssétze:

Hilfssatz 1:
Hm(1+ h)% =e.
h—0
Beweis: Fiir h; = ; kennen wir das Resultat bereits. Es sei nun {h;} eine
beliebige positive Nullfolge, d.h.: Ay > 0, £ € N und hlim hry = 0. Vk € IN gibt
— 00

1
nk’

es ein ny € N, so daf ﬁ < h, < wobei natiirlich klim n, = 00. Aus den
— 00

Ungleichungen folgt

(1+ nk1+ 1)nk < (14 hy)o < (1+ nik)"’““,
weiters
ng+

Das Vergleichskriterium liefert daher

lim (1 + hy)™ = lim (14 h)F =e.

k—00 h—0+

Fiir h < 0 verwendet man

1 ho -1 ho\-ih h
(1+h)h:(1—1+—h) ":(1—1+—h) "(1—1+—h)

und die Substitution b’ = — % um den linksseitigen Grenzwert hh%l (1+h)7% auf
% p—
den rechtsseitigen Grenzwert zuriickzufiihren. qed.

Hilfssatz 2:
Azx

= Ina.

im
Az—0 Ax

Beweis: Wir setzen h := a®® — 1, d.h.: Az = log,(1 + h), wobei natiirlich
Az — 0 < h — 0. Dann folgt

lim ot -1 = lim o
Aro Az koo log,(1+ h)"
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Nun gilt wegen der Stetigkeit von log, z,

. log,(1+h) .
N

=

S=

= log, lim(1 + h)
1

= log,e = —.
Ina

qed.

Satz 6.1.3: Die Ezxponentialfunktion a® ist auf ganz R differenzierbar und ihre
Ableitung ist

da” -
=a”Ina.
dz
Beweis: Aus Hilfsatz 2 folgt
) aw+Az —a® ) maAw -1 .
A TTAr TAm A e

qed.

Links- bzw. rechtsseitige Ableitung

Definition 6.1.2: Eine Funktion, fiir die der Grenzwert

(G (N (CETO R (N

E—a— E—=x h—0— h

existiert, heifit linksseitig differenzierbar an der Stelle x und der Grenzwert wird
als die linksseitige Ableitung von f an der Stelle x bezeichnet. Die rechtsseitige
Ableitung wird analog definiert:

flz+h) = f(z)

lim 1O = f@) _ lim = fi(x).

Eozt E—zx h—0+ h

Satz 6.1.4: Die Funktion f ist genau dann differenzierbar, wenn die beiden
einseitigen Ableitungen existieren und gleich sind.

Definition 6.1.3: Die Funktion [ besitzt an der Stelle x einen Eckpunkt, wenn
an der Stelle x die beiden einseitigen Ableitungen existieren und verschieden sind.
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Beispiel: Fiir f(z) = |z| gilt

fO+h) ~F(0) _ B[ -0
h h

Da der Grenzwert }lliH(l) sign h nicht existiert ist f ist an der Stelle £ = 0 nicht
%

= sign h.

. . . . . ] _ . . — ! — .
differenzierbar. Wegen hll>r(1)1_31gnh = fL(0) = —1 und hli)I(I)l_’_Slgnh Ji(0) = 1. ist
x = 0 ein Eckpunkt.

¢
Beispiel: f(z) = /z ist an der Stelle z = 0 nicht differenzierbar:
1
lim F(0+h) -~ £(0) = lim E = limh % = o0 .
h—0 h h—0 h h—0
¢

Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 6.1.5: Ist eine Funktion an der Stelle x differenzierbar, so ist sie dort auch
stetig.

Beweis: Aus lim flo+ h})l — /(@) = f'(x) folgt }111_I>r(1) flz+h)= f(z). ged.

h—0
Bemerkung: Wie man am Beispiel f(z) = |z| an der Stelle = 0 sieht, ist die
Umkehrung des obigen Satzes falsch! [

6.2 Regeln der Differentialrechnung

Differentiation von Summen, Produkten und Quotienten

Satz 6.2.6: Die Funktionen u(z),v(x) seien differenzierbar. Dann sind die Sum-
me u(z) + v(z) und das Produkt u(x)v(zx) differenzierbar, und es gilt

(u+v) =u +",
(uwv) =v'v +uv' .
u(z)
v

Im Fall v(x) # 0 ist auch der Quotient ——= differenzierbar, es gilt

()
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Beweis:

Fiir die Summe y(z) = u(z) + v(z) gilt

y(x +h) — y(x) _ u(z+h)+v(x+h) —u(z) —v(z)
h h
_u(z+h)—u(z)  v(e+h)—v()
= - + . .

Fiir h — 0 folgt dann die Behauptung.
Fiir das Produkt y(z) = u(z)v(x) gilt

y(x + h) —y(z) u(z + h)v(z + h) — u(z)v(z)
h h

_ u(x+h})b—u(x)v($+h) + u(z)

Fiir h — 0 folgt dann wieder die Behauptung.

u(x)

Fiir den Quotienten y(x) = (@) gilt im Fall v(z) # 0
y(x 4+ h) —y(x) u(z + h)v(z) —u(z)v(z + h)
h hv(z + h)v(z)
(u(z+ h) —u(z))v(z) — u(z)(v(x + h) — v(z)
hv(z + h)v(x) ’
woraus fiir h — 0 die Behauptung folgt. qed.
Beispiel: Insbesondere gilt: (cf) = cf’. O

v(z+ h) —v(zx)
h :

Beispiel: y(z) = sinhz = 1(e” — e ®). Aus

() = ¢
und
’ 1 ! ]. z ].
) = ) = | — 1 — ) = —¢7 7
() = (@) = (5) m(g) =
folgt
1 e’ +e’ "
: 1~ _ (_ _ _
(sinhz) = 2(6 (—e )) =—F = coshz .
Zusammenfassend gilt:
inh
dsinhz = coshz, z€RR
dz
dcoshx

Iy = sinhz, ze€R.
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¢
Beispiel: Aus der Quotientenregel folgt auf dem jeweiligen Definitionsbereich
2 ‘2
cos“x +smn”x 1

tanz) = ——— =
( ) cos? cos?x’
(cotzy = sinz — cos’z 1

B sin’ x ~ sin?z’

Differentiation einer zusammengestzten Funktion

Hier gilt die sogenannte Kettenregel:

Satz 6.2.7: Unter den Voraussetzungen
1. die Zusammensetzung (f o g)(x) ist definiert,

2. die Funktion g ist an der Stelle x differenzierbar,

3. die Funktion f ist an der Stelle g(x) differenzierbar,

st die Funktion f o g an der Stelle x differenzierbar und

(fo9)'(x) = f'(9(2))g (z).

Beweis: Wirsetzen u = g(z), y = f(u), u+k = g(z+h), also k = g(x+h)—g(z).
Dann gilt:

flglz+h) — flglz)) _ flutk)—flu) k _ flutk)—f(u) g(z+h)—g(z)

h B k h k h
Fiir h — 0 gilt auch £ — 0, somit folgt die Behauptung. qed.

Man bezeichnet f'(g(x)) als die duBlere Ableitung und ¢'(z) als die innere Ablei-
tung. Eine andere Notation ist:

dy _ dydu

de  dudz’

Verallgemeinerung auf mehrere Funktionen:

d df dg dh dk
y= k@), = LaTe.
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Beispiel: y = sin® z, duflere Funktion: y = u?, innere Funktion: u = sin ,

dsin®z dy du = 2u cos 28 cos
=--— =2u T =2sinx z.
de  dudz

¢
Beispiel: Fiir y = sin(z?) ist y = sinu die #dufere Funktion und v = z? die
innere Funktion:

dsin(z? dyd
M v _ cos(z%)2z = 2z cos(z?).

dz du dz
¢
Beispiel: Die Ableitung der Potenzfunktion. Aus z® = e*™? folgt
E — ealnwg — mag — amafl.
dz x x

Die hier verwendete Differentiationsformel fiir Inx wird auf der folgenden Seite
bewiesen. o

Differentiation der inversen Funktion

Satz 6.2.8: Sei f(x) in (a,b) differenzierbar und streng monoton, weiters sei
f'(z) # 0, z € (a,b). Dann existiert die Umkehrfunktion f~' und ist differenzier-
bar. Es gilt

-1 / - 1
U W) = Fgy
D
Y //\ \@
y 5y
Yo
X
Zo x1

Abbildung 6.2: Differentiation der inversen Funktion
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Beweis: Es sei y = f(z) und n = f(£). Dann gilt:

(f—l(y))' — ;,l’l_I)I?lJ fl(n; : gl(y)
E—x

¢z f(§) — f(z)

Beispiel: Die zyklometrischen Funktionen sind differenzierbar und es gilt:

darcsin z 1
& - i bl
darccosz 1
& - vt
darctan x 1
= , cR
dx 1+ 2?2 v
Beweis fiir arcsin z: Wir setzen
f(z) =sinz, f'(z) = arcsinz .
Dann gilt
/ 1 1 1

(f M=) = =

~ cos(arcsin 1) \/1 — sin®(arcsin z) CVI—a?’

Beispiel: Ableitung des Logarithmus.
Wir setzen f(z) = a®, f(z) = log, x. Dann gilt
, 1 11

Inaa©s* Inaz

(f (=)

Dabher gilt fiir den allgemeinen Logarithmus

dlog,z 11
de  Ilnazx’

x>0

qed.
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und insbesondere fiir den natiirlichen Logarithmus Inz = log, x

dlnz 1

p =—, >0.
x x
¢
Beispiel: Analog erhilt man die Ableitungen der Areafunktionen:
d(arsinh ) 1
—— = , eR
dx 2+ 1 v
d
(arcosh ) I 1 1
dx 22 -1
d(artanh x) 1
T 1o TEChD
¢

Definition 6.2.4: f: I = (a,b) — R heifit differenzierbar auf I, falls f'(z) an je-
der Stelle x € I ezistiert. Ist f'(x) stetig auf I, so heifit f(x) stetig differenzierbar
auf I, was man mit f € C*(a,b) abkiirzt.

Definition 6.2.5: f(x) heifit stetig differenzierbar auf [a,b], wenn f auf [a, b
stetig ist, auf (a,b) differenzierbar und die einseitigen Grenzwerte f'(a+), f'(b—)
ezistieren. Man schreibt dafiir f € C'[a, b].

Bemerkung: Stetig differenzierbar auf [a, b] bedeutet, daff die auf (a, b) definierte
Ableitung f'(z) stetig auf [a, b] fortgesetzt werden kann. Dies macht Sinn, denn
man kann zeigen, daB fiir f € C'[a, b] die einseitigen Ableitungen f’ (a) und f” (b)
existieren und daf gilt

fila) = f'(a+), fL(b) = f'(b—).
[ )

Das folgende Beispiel zeigt, dal es nicht geniigt nur die Existenz der einseitigen
Ableitungen an den Randpunkten z = a bzw. x = b zu fordern.

Beispiel: Die Funktion

0 z=0
w?sint z € (0,1]

T

-

ist stetig auf [a, b]. Fiir x # 0 ist die Ableitung nach der Produktregel

1 1
f'(xz) = 2z sin — — cos — .
T T
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Der Grenzwert 1_1)1(1)1_1_ f'(z) existiert nicht, d.h. f’(0+) ist nicht definiert. Daher ist
f nicht stetig differenzierbar auf [0, 1].

Trotzdem existiert die rechtseitige Ableitung an der Stelle x = 0:

' : h) — f(0 . :
110 = iy SO = i ing <o

6.3 Lineare Approximation

Sei f(z) differenzierbar bei xy. Dann wird die Tangente an den Graphen von f
im Punkt (xg, f(zo)) durch die Tangentengleichung

y = t(x) == f(w0) + f'(x0)(x — 20)

beschrieben. Fiir |z — z¢| < a mit kleinem a ist ¢(z) eine gute Approximation fiir
f(z), denn laut Definition der Ableitung gilt:

f(@) — f(x0o)

. f(x0) + e(zo, 2)

mit xlggrvloa(xo,x) = 0. Anders geschrieben gilt

f(@) = f(zo) + f'(zo) (@ — o) + &(z, 20) (z — ).

Da die Funktion f(x) fiir z nahe bei zy gut durch die (affin) lineare Funktion
t(z) beschrieben wird, sagt man die Funktion f ist an der Stelle xq linear appro-
ximierbar.

Zusammenfassend gilt: Die Funktion f ist genau dann an der Stelle x, differen-
zierbar, wenn f an der Stelle z( linear approximierbar ist.

In diesem Fall gilt:
Ay = f(zo + Az) — f(z0) ® t(wo + Az) — t(z0) = f'(x0) Az .

Fiir eine differenzierbare Funktion f wird dieser einfache lineare Zusammenhang
hiufig zur Abschitzung
|Ay| & | f'(z0)||Az].

der Anderung von y bei Anderung von z in der Fehlerrechnung verwendet.
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To—a zy Tota

Abbildung 6.3: Lineare Approximation
6.4 Mittelwertsitze der Differentialrechnung

Satz 6.4.9: f(x) sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gibt es
mindestens einen Punkt & € (a,b), so daf8 gilt

f(b) — f(a)
b—a

f1€) =

a ¢ b
Abbildung 6.4: Mittelwertsatz

Geometrische Interpretation: Es gibt mindestens einen Punkt £ € (a,b), an dem
die Steigung der Tangente an den Graphen von f gleich der Steigung der Geraden
durch die Punkte (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.

Zunichst zeigen wir:

Satz 6.4.10: (von Rolle): Ist f(x) stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b)
und gilt f(a) = f(b), so gibt es ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.
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Beweis:
Falls f auf [a, b] konstant ist, gilt f'(£) =0, V& € (a, b).

Andernfalls existiert ein Maximum von f(z), das bei £ € (a, b) angenommen wird.
Dann gilt

h >0, firh<0 = f(£) >0
Da f differenzierbar ist, folgt: f'(§) = f1.(§) = fL(&§) = 0.

Das Minimum von f(z) werde bei ¢ € (a,b) angenommen. Analog zeigt man, daf
auch f'(¢) = 0 gelten mu8f.

FE+h) = £(€) {<&mh>m¢ﬁ@<o

Die Aussage des Satzes folgt nun, da f entweder konstant ist oder zumindest ein
Maximum (Minimum) in (a, b) besitzt. qed.

Beweis: (des Mittelwertsatzes) Betrachte

ole) = 1) - [f(@) + LD =IO gy,

Es gilt ¢p(a) = ¢(b) = 0 und folglich existiert nach dem Satz von Rolle ein
€ € (a,b) mit

qed.

Verallgemeinerter (oder 2.) Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Satz 6.4.11: FEs seien f, g stetig auf |a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann
3¢ € (a,b), so dafs

F()(g(b) = g(a)) = g'(§)(f(b) — f(a)).
Der Spezialfall g(x) = x liefert den 1. Mittelwertsatz.
Beweis: Wir setzen
p(x) = (f(z) — f(a))(g(b) — g(a)) — (9(z) — g(a))(f(b) — f(a)) .

Es gilt ¢(a) = 0 = ¢(b). Auf Grund des Satzes von Rolle liegt daher zwischen a
und b eine Nullstelle von ¢’, d.h.: 3¢ € (a,b) mit

0= f"(€)(g(b) — g(a)) = g'(€)(f (b) — f(a)) -
qed.
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Anwendungen des Mittelwertsatzes

Satz 6.4.12: Sei f stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) und f'(z) =0
Vz € (a,b). Dann ist f(x) konstant fir alle x € [a, b].

Beweis: Nach dem 1. Mittelwertsatz gilt

flz) = flze) = f{§)(x1—22), a<z1<E<23< b

Aus f'(§) = 0 folgt f(z1) = f(xs) Va1, 22 € [a,b], d.h. f ist konstant. qged.
Satz 6.4.13: Sei f stetig in [a,b] und differenzierbar auf (a,b). Dann gilt:

1. f'(x) >0, Vz € (a,b) = [ ist streng monoton wachsend auf [a,b|;
2. f'(x) >0, Vz € (a,b f ist monoton wachsend auf |a, b];
(z) (
(z) (

3. f'(x) <0, Vx € (a,b f st streng monoton fallend auf [a,b];

U

)
)
)
)

4. f!(z) <0, Vz € (a,b f ist monton fallend auf [a,b].

Beweis: ad 1) Es gilt
f(xl) —f(372) :f’(f)(m—@), a<zi<E<29<V).

Wegen f'(z) > 0, x € (a,b), ist insbesondere f'(§) > 0. Daraus folgt f(z1) —
f(zg) <0, also f(zg) > f(z1), die Funktion ist streng monoton wachsend. Ana-
loger Beweis fiir (2), (3) und (4). qed.

Beispiel: f(z) = 2?,

>0, z>0,
f(z) =2z =0, z=0,
<0, <0

f ist streng monton wachsend auf [0, c0) und streng monoton fallend auf (—oo, 0].
¢

Satz 6.4.14: Sei f stetig differenzierbar auf [a,b]. Dann ist f Lipschitzstetig auf
[a,b], d.h.:
|f(z1) = f(z2)| < Llzy — 22|, 1,22 € [a,b].

mit L = m[a)é]| f'(z)| als kleinstmdglicher Lipschitzkonstante.
z€[a,
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Beweis: f ist stetig differenzierbar auf [a,b], d.h.: f’ ist stetig auf [a, b], daher
nimmt |f'(z)| auf [a, b] sein Maximum an. Fiir £ € (4, z2) gilt

[f (1) = f@2)| = |F' () (@1 — z2)[ = [/(E) |21 — 2| < max | (@)||zy — @l .

qed.

Beispiel: Man gebe eine Lipschitzkonstante fiir f(z) = /z auf [a,b], a > 0, an.
Laut vorigem Satz ist

L = max |f'(z)| = max —= = ——=

z€[a,b] z€[a,b] 2\/5 2\/C_l

die kleinste Lipschitzkonstante. &

6.5 Unbestimmte Formen

1. Die unbestimmte Form %

Frage: Welchen Wert hat lim @, wenn f(a) = g(a) = 0.
Tr—a g((I;)
Beispiel: Bekanntlich gilt: lim T _ . &
z—0
1—
Beispiel: Wie soll lig(l)ﬂ berechnet werden? &
x x

Regel von de ’Hospital

Satz 6.5.15: Die Funktionen f,g : [a,b] — R seien stetig und auf (a,b) diffe-
renzierbar. Es sei

f(a) = g(a) =0, gl(x) 7é 0, z¢€ (a’ b),

und es eristiere

(v = +00 zugelassen).

Dann ist auch
lim _f(a:) =
z—ra+ g(x)
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Bemerkung: Eine analoge Version des Satzes gilt natiirlich auch fiir den links-

lim ﬂ .
z—b— @ 3:)

seitigen Grenzwert

[ )

Beweis: Aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz der Differentialrechnung folgt

flz) _ flz) = fla) _ [(§)

= = a<é&<x<b.

g(z)  g(x) —gla) ¢'(€)’

¢ hingt von z ab, £ = £(x) und wegen a < & < z folgt zl_i)rglJrg = a. Also ist

@) PO PO
AR g() R g€ e ()

Damit ist der Beweis erbracht. qed.
. ! _ . ! — I
Ist auch xlg&f (z) = m]_l)Igl_i_g () =0, ¢"(x) # 0, x € (a,b) und
f"(x)

x1—1>1£+ g”(x) -

so folgt
"
. fl@) .. (=)
z—a+ g gj) T—a+ g”((p)

=, U.S.W.

Nun kénnen wir die Frage aus dem vorigen Beispiel beantworten:

. 1—cosz . sinzx . COSZX 1
lim —— = lim = lim = —.
z—0 x2 z—0 2 z—0 2 2

Folgerung: (aus dem obigen Satz) f, g : (a,00) — IR seien stetig differenzierbar,
¢'(z) # 0 fiir geniigend grofle x und

lim f(z) = lim g(x) =0, lim L) —

T—00 z—00 z—00 g’(x)

Dann folgt
lim _f(:v) =«



[6] Differentialrechnung 84

Beweis:
N N 1 N 16 G
T—00 g(x) u—0+ g(%) w0+ g/(%)(_#)
O B
= lim e =
u—0+ g’(a) Z—00 gl(x)
qed.
Beispiel: Es gilt
s 1
lim w = lim 1+1:v2 —1
T—00 ES TH00  —
%
2. Die unbestimmte Form o
z—a+ z—a+
1
lim &: lim g(lw).
T—a+ g(x) T—a+ m

Jetzt kann der obige Satz benutzt werden. Man kann die Regel von de I’Hospital
aber auch direkt anwenden.

!
Satz 6.5.16: Ist lim f(z) = lim g(z) = 400 und lim (@) =a, mit a € R,
T—a+ T—a+ T—a+ g’(x)
dann st
lim _f(as) =
r—a+ g((];)
(Ein analoges Resulat gilt auch fir m1_1)121_ und mll}riloo ).
Beispiel: Fiir a > 0 gilt
1 1 1 1
lim —— = lim —2— = — lim — =0
=00 & =00 & o TR0 &
O
Beispiel: Es gilt
e’ e’ e’
lim — = lim =---=lim — =00.
T—00 Nl z—o00 pgn—1 z—00 nl

In Worten: e” strebt schneller gegen unendlich als jede positive Potenz von z. {

Weitere unbestimmte Formen kénnen auf die vorhergehenden zuriickgefiihrt wer-
den.
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3. Die unbestimmte Form 0 - co

Man schreibt

und erhilt so die Form %.

4. Die unbestimmten Formen 1%, (0°, oo°

Man schreibt
llm f(x)g(w) = lim eg(w) In f(x)

r—a r—a
Beispiel:
. 1 . In(14az)
lim(1 4+ az)= =lime™ = = =e¢°,
z—0 z—0
da

1 1 ! o
(In( (:Ei-),oz:v)) = 1+1a‘” — o firz — 0.

5. Die unbestimmte Form oco — oo

1
Man schreibt lim(f(z) — g(z)) = lim M und erhilt die Form 2.

z—a z—a 0

6.6 Hohere Ableitungen

Definition 6.6.6: f: I — R, I offenes Intervall, sei differenzierbar.

1. Falls die Ableitung f': I — IR am Punkt xo € I differenzierbar ist, heifit f
zweimal differenzierbar an der Stelle o und

dzf " (! BERT
@(960) = f"(z0) = () (w0) = lim N

heifit 2. Ableitung von f an xg.

2. Ist f' selbst eine differenzierbare Funktion, so nennt man die Funktion f"
die 2. Ableitung von f, und f heifst zweimal differenzierbar.
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3. Ist f": I — R stetig, dann heifst f zweimal stetig differenzierbar.

4. Induktive Definition der k - ten Ableitung, £ € IN:

L (w0) = 1O w0) = (£ (z0).

5. f: I — R heifit k - mal differenzierbar, wenn f in jedem Punkt von I k -
mal differenzierbar ust.

6. f: 1 — R heifit k - mal stetig differenzierbar, wenn k - mal differenzierbar
ist und f®)(x) auf I stetig ist, abgekiirzt f € C*(I).

7. f heifit beliebig oft differenzierbar, wenn fir jedes k € N gilt: f ist k - mal
differenzierbar, abgekirzt f € C(I).

Differentiation eines Produktes

Sei y(z) = u(x)v(x), dann ist

y'(z) = v'v + uv’ und
y"(x) = u"v + u'v + U+ w" = uv + 200" + w”.

Das ist ein Spezialfall der Leibniz’schen Produktregel:

/) =3 ()0t (o)

k=0

Beispiel: Die Ableitungen von y = z“ lauten:

"=zl
" = ala—1)z*?
y™ = ala—1)---(a—n+ 1)z,
y"*) = ala—1)--(a—n+1)(a—n)z* ™
Wenn o = n folgt y™t1) =0,
dn+1xn
£ 2 9.
Allgemeiner gilt fiir jedes Polynom p,(z) = a,z™ + - - - + ag
dn+1 n
Pl _ g
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Umgekehrt ist p, () die allgemeine Losung der Aufgabe f"1)(z) = 0. O
Beispiel: f(r) =sinz, f'(z) = cosz, f"(x) = —sinx, f"(z) = —cosz, fIV(z) =
sin z. Allgemein gilt:

) () (=)™cosz, k=2m-+1 ke N

sin™ () { (=1)™sinz, k =2m, ’ € Ro.

¢

Definition 6.6.7: FEine Funktion heifst konvex auf einem Intervall I, wenn fiir
je zwei verschiedene Punkte x1, xo € I und fiir alle X € (0, 1) stets gilt

FA =Nz + Az2) < (1= N)f(x1) + Mf(x2).
Gilt dagegen die umgekehrte Ungleichung, so heifit f konkav. Stehen in der obigen
Beziehung die Zeichen < bzw. >, so heifit f streng konvex bzw. streng konkav.

Geometrische Deutung: Es sei z; < 3. Der Punkt () := (1= M)z + Az = 21+
Az — 1) durchlduft das Intervall (z1, x2), wenn A das Intervall (0, 1) durchlduft.
Wegen

y(A) = (1 =Nf(z1) + Af(z2)
= [f(z1) + Alf(z2) — f(21)]
= e+ 1@ G o)
To — T

durchlduft also (z()),y()\)) bei dieser Bewegung von A das Geradenstiick g zwi-
schen den Punkten P, := (zy, f(z1)) und P, := (x9, f(z2)). Konvexitit von f
bedeutet also, dafl der Graph von f zwischen z; und x5 immer unterhalb von g,
Konkavitét jedoch, dafl er immer oberhalb von g verlduft, und dies fiir je zwei

beliebige Punkte z1, x5 aus I. Konvexitdt und Konkavitdt hingen mit dem Mo-
notonieverhalten der Ableitung zusammen.

Satz 6.6.17: Die Funktion f sei auf I stetig und im Inneren desselben differen-
zierbar. Dann gilt:

Wenn f' im Inneren des Intervalls wachst, dann ist f konvexr auf I
Wenn f' im Inneren des Intervalls fdllt, dann ist f konkav auf I.

Bei strengem Wachsen bzw. Fallen von f' ist f streng konvex bzw. streng konkav
auf I.

Beweis: [’ wachse auf I und z; < 1z, seien zwei Punkte aus I. Setzen wir
x := (1 — X\)z1 + Az, so miissen wir zeigen, daB fiir A € (0, 1) stets

Q=N (@) + Af(z) = f(z) < (1= A)f(21) + Af(22), (6.1)
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Py [ P
g J 2
Py P g
Tt T2 Tt T2
konvexe Funktion konkave Funktion

Abbildung 6.5: Konvexe und konkave Funktion

gilt, d.h.
(1 =N (f(2) = (1)) < A(f(z2) — f(=))-
Nach dem Mittelwertsatz gibt es Punkte & € (z1,x) und & € (x,z5) mit

f@) = flz) = f(&)(z —a1) und  fz2) — f(z) = f'(&)(x2 — @)

Um (6.1) zu beweisen, brauchen wir nur noch zu zeigen, da8

(1 =N —z1)f' (&) < Mz — 2)f'(&)
gilt. Mit Hilfe der Gleichung
I-=Nz+dz=z=(1-XN)z+ 2o
sieht man, dafl
(1 =X)(z—x1) = Mg — z),
und der Beweis ist erbracht, weil £ < & und somit f/(&) < f'(&) ist. Die
restlichen Falle behandelt man analog. qed.

Kombiniert man diesen Satz mit dem Monotonieresultat aus dem Abschnitt 6.4,
so erhdlt man

Satz 6.6.18: Ist die Funktion f auf dem Intervall I stetig und im Inneren des-
selben zweimal differenzierbar, so ist sie

konvex, wenn f" 0 m Inneren,

konkav, wenn f 0 m Inneren,
streng konvex, wenn f > 0 im Inneren,
<

streng konkav, wenn f 0 im Inneren.



Kapitel 7

Lokales und globales Verhalten
von Funktionen

7.1 Der Taylorsche Lehrsatz

Satz 7.1.1: Es sei f : [a,b] = R eine (n+1)-mal stetig differenzierbare Funktion.
Dann gilt fiir alle xy € [a,b] und z € [a,b] die Taylorsche Formel:

flx) = f(x0)+f(1:!vo)($—$0)+f éTO)($—$0)2+---

f(n) (o)

n!

+ (x — x0)" + Ryy1(x)

mit dem Restglied der Ordnung n + 1

SO (@0 4+ (& — o))

) (x — o)™™', 9 €(0,1).

Rya(z) =

Der Beweis wird spéter (in Abschnitt 12.3) gefiihrt.
Beispiel: Betrachten wir die Funktion f(x) = flw um zy = 0, so ergeben sich mit
fO)(z) = # die Ableitungen £ (0) = n! und daher die Taylorentwicklung
n-ter Ordnung Zxk + R,+1(z), die schon die geometrische Reihe erkennen 148t.
k=1
¢

Beispiel: Fiir f(z) = cosz um zy = 0 ergeben sich mit f®”(z) = (=1)"cosz
und £ (z) = (—1)"*!sin x die Ableitungen f®™(0) = (—1)" und fC"+(0) =

89
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0, daher lautet die Taylorentwicklung 2n-ter Ordnung

n £C2k

cosT = Z(—l)k(%)! + Ropii () .

k=0

7.2 Die Groflenordnung von Funktionen

Essei f: D C R — R gegeben. Man kann das Wachstum von f in der Umgebung
eines Punktes x(, der nicht unbedingt in D liegen muf, oft dadurch brauchbar
beschreiben, dafl man f(x) mit einer Referenzfunktion ¢(z) vergleicht.

Definition 7.2.1: Bleibt der Quotient ﬁ% fiir alle x € D, die hinreichend nahe
xg liegen, beschrdinkt, so schreibt man symbolisch: ,f(x) = O(p(z)) fir x — xy.«

In Worten: f ist an der Stelle xy hochstens von derselben Griffenordnung wie .
Oder: f(x) ist ein ,groff O“ von ¢(x) fir z — xo.

Gilt die stirkere Bedingung $lim o) — 0, so schreibt man symbolisch ,f(z) =

—T0 ‘P(m)
o(p(x)) fir z — zo“: f(x) ist ein ,klein 0o“ von p(z) fir x — .

Beliebte Vergleichsfunktionen ergeben sich aus den Potenzfunktionen:
p(x) = |z — zo|*

An der Stelle = o hat (z) fiir

1. a > 0 eine Nullstelle der Ordnung «,
2. a < 0 einen Pol der Ordnung —a, und fiir

3. a=0ist p(z) = 1.

Beispiel: Fiir f(z) =sinz und ¢(z) = z gilt bekanntlich

sin
<1

X

und daher sinz = O(z) fiir x — 0. O

Die Vergleichsfunktionen ¢p(z) = |z — zo|* sind fiir die ,,gro-O-klein-o-Symbolik“
im Zusammenhang mit der Taylorentwicklung sehr brauchbar:
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Nach Satz 7.1 kann das Restglied fiir |z — 24| < ¢ wie folgt abgeschéitzt werden:

f(nH)(iEl)) 1 1
R,(z)| < | sup “—— ) |2 — oo™ = Clz — zo ",
R (2) (| o) o -z

also gilt R, 1(z) = O((z — zo)™ ™).

Beispiel: Taylorentwicklung zweiter Ordnung ergibt: sinz = z + 0z + R3(z) =
z + O(2?) fiir z — 0. Weiter Entwickeln, hier etwa bis zum sechsten Grad, liefert
analog eine genauere Niherung: sinx =z — % + 155 AR O(z") fiir z — 0. &

Verhalten einer Funktion fiir + — oo

Definition 7.2 kann einfach auch auf ry = +00 und zg = —oc verwendet werden,
wenn man sagt, x € D liegt in der Ndhe von 400, genau dann, wenn z hinreichend
grof} ist:

Definition 7.2.2: Bleibt der Quotient % fiir alle x € D, die hinreichend grofs
sind, beschrdankt, so schreibt man: ,f(x) = O(p(z)) fir x — +o00.“

Gilt die starkere Bedingung hm (p% % =0, so schreibt man ,f(z) = o(¢(z)) fir

T — +00.°

Analoge Schreibweisen sind fiir —oo gebrduchlich, nur miissen die + € D nun
hinreichend klein sein.

Beispiel:
f(x):xﬁ—x%—i—Z:xG(l—x_%—i—Qaj_ﬁ), x>0,
weshalb f(z) = O(2®) fiir z — +o0. O

Beispiel: Es wurde bereits gezeigt, dafl lim ne_ 0, also
T—00 x

Inz =o(z%), z — oco.

In Worten: Der Logarithmus strebt langsamer gegen unendlich als jede Potenz
—Z

von z. Es wurde auch gezeigt, dal lim =0, also
T—00 1
e "=o0(z%), -

In Worten: Die Funktion e~* strebt schneller gegen Null als jede (insbesondere
negative) Potenz von z. &
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7.3 Asymptotisches Verhalten

Mit den Begriffen ,grofl O“ und ,klein 0“ haben wir eine Moglichkeit gefunden,
eine Funktion f(x), iiblicherweise etwa einen Approximationsfehler, an einem ,,in-
teressanten® Punkt zy durch den Vergleich mit einer Funktion ¢ zu beschranken.

Um das Verhalten einer (moglicherweise komplizierten) Funktion f an einer inter-
essanten Stelle zo zu beschreiben, sucht man héiufig eine (in der Regel einfachere)
Funktion g gleichen Verhaltens.

Definition 7.3.3: Gilt
lim @ =1,
T—T0 g(./E)
oder gleichbedeutend
fl@)=g(x)1+r(x)) mit lim r(z)=0,

T—>T0

dann sagt man: f(x) verhdlt sich bei xo asymptotisch wie g(x) und schreibt
f(x) ~g(z) fir =z — x

(Analoge Festsetzung fiir x — +00.)

Als erstes sei darauf hingewiesen, dal g(z) nicht eindeutig ist, ja daf es fiir
gegebenes f # 0 immer unendlich viele Funktionen g(z) gibt, die der Definition
geniigen. Das wird gleich an einem Beispiel veranschaulicht. Entscheidend ist
aber nur, eine Funktion g(z) zu finden, die einfacher gebaut ist als f und die man
statt f fiir die Herleitung gewisser Aussagen oder fiir die graphische Darstellung
verwenden kann.

Beispiel: f(z) = 2? + 2z + 1. Leicht erkennt man, daf} das asymptotische Ver-
halten von f(z) fiir  — 400 durch g(z) = z? bestimmt ist:

f(z) ~2?, 1z — +oo.

Préazise:
o242z +1
im —— =
r—100 x2

1.

Aber es gilt auch
2’42 +1 .

:v—1>1}:loox2+ax+,3 B
fiir alle o, B € R. &

bl
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Beispiel: f(z) = coshz = £t—. Es gilt daher

T —T

coshacw;, T — 00, coshxw%, T — —00.
Bei diesem Beispiel sieht man die Vergleichsfunktionen g(z) = & bzw. g(z) = &
sofort. Meistens ist das nicht so. &
Beispiel: f(z) =Invax? -1, 2z > 1. Aus

1., 1. 3 1 1

Invad —1= ilnx (1- E) = §lnx—|— Eln(l — E)

folgt
InvVazd —1n~ glnx, T — 00.
¢

Im Fehlerglied r(z) steckt die Information, wie gut die Vergleichsfunktion g(z) die
urspriingliche Funktion f(z) bei Anndherung an xy approximiert. Wegen r(z) =
0(1) schreibt man auch oft f(z) = g(z)(1 + o(1)).

In den letzten beiden Beispielen gilt mlgrmlo flz) = zliglo g(x) = too, aber trotzdem
haben wir

f(z) = g(z) + g(2)r(2)
mit zli)nmlo g(x)r(xz) = 0. Die Vergleichsfunktionen g(z) stellen also nicht nur im re-

lativen sondern auch im absoluten Sinn gute Approximationen an die urspriing-
lichen Funktionen dar. Das kann manchmal sehr wichtig sein.

Beim ersten Beispiel mit g(z) = 22 gilt jedoch lim g(x)r(x) = £oo.
T o

Wir kommen jetzt zum Begriff der Asymptote einer Funktion. Das ist eine Gerade
y(x) = ax + b, an die sich eine Funktion fiir z — oo oder x — —o0o oder in beiden
Féllen annédhert, d.h.

lim [f(z) —y(z)| = 0.

T—»00
Die Asymptote stellt also im absoluten Sinn eine immer bessere Approximation
an f(x) dar, wenn z gegen unendlich strebt. Schlieit man den Fall y(z) = 0 aus,
dann kann man sofort zeigen, dafl

[ ~uy.

Die Umkehrung gilt nicht, d.h. eine Gerade, die im Sinne der obigen Definitionen
asymptotisch zu f ist, mufl nicht Asymptote sein.
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Beispiel: f(z) =z +Inz. Es gilt f ~ z, da

1) _ g

9() z

Inz

|
und bekanntlich li_)m % _ 0. Die Funktion f(z) hat jedoch keine Asymptote. {

T—00

Hat eine Funktion an einer Stelle 5 € IR eine Unendlichkeitsstelle, dann schmiegt
sich der Graph der Funktion bei Anndherung an xy an die Gerade z = xy an.
Man spricht in diesem Fall von einer vertikalen Asymptote.

7.4 Extremwerte

Wir gehen jetzt von der Annahme aus, dafi die zu untersuchende Funktion in einer
Umgebung eines Punktes x, der uns interessiert, geniigend oft differenzierbar ist.

Ist f(z) (n + 1) mal stetig differenzierbar in (zq — a,z¢ + a), so folgt aus dem
Taylorschen Lehrsatz mit h := z — z

2 n
Floo+h) = F(oo) + hr'(wo) + o " (z0) + -+ o )
hn-i—l

(n+1)!

Wir untersuchen zuerst die Frage der Lage des Graphen der Funktion in der
Né#he des Punktes verglichen mit der Tangente im Punkt (x¢, f(z0)). Man beachte
dabei: Ist f k - mal stetig differenzierbar in einer Umgebung von z und f®)(z;) #
0, so existiert wegen der Vorzeichenbestindigkeit stetiger Funktionen ein § > 0

+ FO (2o +9h), 0<9<1.

mit
sign f®) () = signf®) (z), fiir |z — z0| < 0 .

Fiir n =1 gilt: Sei f”(x) # 0. Dann ist

2
f(.To + h) = f(x()) + hf’(.’Eo) + %f”(ﬂ?o + ﬁh)

Ist f"(zo) > 0, so liegt die Funktion in der Umgebung von z, iiber der Tangen-
te. Ist f"(z¢) < 0, so liegt sie darunter. Allgemein gilt: Seien die Ableitungen
F®(z0) = 0 fiir 2 < k < n, aber f™*(z,) sei ungleich null. Dann kénnen wir

schreiben
n+1

(n+1)!

Dabei miissen wir zwischen (n + 1) gerade und (n + 1) ungerade unterscheiden.

f(zo+h) = f(zo) + hf' (o) + FOH (g + Oh).
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Q “

Zo

Abbildung 7.1: f"(x¢) und das lokale Verhalten von f

1. Fiir (n+ 1) gerade gilt (ZHTT)' > 0 und der Graph von f liegt auf einer Seite
der Tangente.

Abbildung 7.2: (n + 1) gerade

2. (n + 1) ungerade wechselt der Term (’:LnTT), sein Vorzeichen bei h = 0 und

der Graph von f durchsetzt die Tangente im Punkt (zo, f(zo)).

Abbildung 7.3: (n + 1) ungerade
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Die Bestimmung von relativen Extremwerten einer Funktion

Definition 7.4.4: Sei f : [a,b] = R stetig. zo € (a,b) heifst relatives Maximum
(Minimum), falls ein § > 0 existiert, so daf f(xo) > f(z) (f(zo) < f(z)) fiir
|z — zo| < 4.

z1 o) T3 T4 X5
Abbildung 7.4: Relatives Maximum, relatives Minimum

Es sei f auf (a,b) differenzierbar. Dann ist die Bedingung

f’(.’IZ'()) = 0

notwendig Bedingung fiir das Vorliegen eines relativen Extremums an der Stelle
zo (sieche den Beweis des Satzes von Rolle).

Hinreichende Bedingungen fiir das Vorliegen eines relativen Extremums erhélt
man iiber die héheren Ableitungen.

Satz 7.4.2: Sei f'(xo) =0, f*)(z0) = 0 fiir 2 < k < n, jedoch f+(z) # 0.

1. Im Fall (n + 1) gerade ist zo fir f™)(z0) > 0 ein lokales Minimum, fir
f™D(z0) < 0 ein lokales Mazimum.

2. Fiir (n+1) ungerade ist xy kein lokales Extremum, sondern ein Sattelpunkt,
d.h. in jeder Umgebung von xy gibt es Punkte mit f(x) > f(x¢) und mit

f(z) < f(zo).

Beispiel: f(z) = zlnz. Es ist f'(z) = Inz + 1 und f”(z) = L. Die Gleichung
f!(z) = 0 ergibt z = L mit f” (%) = e > 0, also haben wir den einzigen Extrem-
wert von f bei x = é als Minimum erkannt. &
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Minimum,
Maximum

0 2/

Abbildung 7.5: Minimum, Maximum und Sattelpunkt
7.5 Kurvendiskussion

1. Zuerst bestimmt man den Definitionsbereich der Funktion f. In den prak-
tisch vorkommenden Fillen wird er ein Intervall oder eine Vereinigung von
endlich vielen Intervallen sein.

2. Man untersucht, ob die Funktion gerade, ungerade, oder periodisch ist.

3. Man untersucht die Funktion auf Unstetigkeitsstellen, insbesondere auf Sprung-
stellen und Polstellen.

4. Dann bestimmt man die Nullstellen von f, f’ und f” (vorausgesetzt, dafl
f zweimal differenzierbar ist). Dieser Schritt wird meist sehr schwierig sein
und man wird sich gewdhnlich mit Ndherungen begniigen miissen.

5. Mit Hilfe dieser Nullstellen grenzt man die Bereiche ab, in denen f

positiv bzw. negativ
wachsend bzw. fallend
konvex bzw. konkav

1st.
6. Man vermerkt die Stellen lokaler Extrema und die Extremwerte.

7. Man bestimmt die Wendepunkte mit den zugehorigen Funktionswerten und
Tangentensteigungen. Beim Durchgang durch einen Wendepunkt wechselt
die Funktion von konkaver zu konvexer Kriimmung iiber, oder umgekehrt.

8. Ist a ein Randpunkt des Definitionsbereiches, (a kann auch +oo sein), so
wird man versuchen

lim f(z) (und u.U. auch lim f'(z))

Tr—a T—a

zu bestimmen.
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9. Man bestimmt eventuell vorhandene Asymptoten.

Die so gesammelte Information, moéglicherweise verbunden mit der Berechnung
der Funktionswerte an einigen zusétzlichen Stellen, wird meist geniigen, um den
Graph von f zu zeichnen.

Beispiel: f(z) = (14+2)v1 — 2. f ist fiir |z| < 1 definiert und ist weder gerade
noch ungerade. Fiir |z| < 1 ist

222 —x+1 1+x
f(z) = ﬁ =(1-2z) % und
(z) = 22 —3x — 1 _ 212 — 2z — 1 .
l—VI—2 (-2
Die Nullstellen von f sind z1 = —1 und x5 = 1; zwischen ihnen ist f positiv. Die

Nullstelle x| = % Auf (-1, %) ist f' positiv, also f streng wachsend, wihrend auf
(3,1) f' negativ, also f streng fallend ist.

Zur Bestimmung der Nullstellen von f” 16st man die Gleichung 222 — 2z — 1 = 0.
Die Losungen sind zf = 1_2‘/5 und x4 = 1+2—‘/§ Es liegt nur z/ = 1_2‘/§ in (—1,1),
also ist z{ die einzige Nullstelle von f”. Auf (—1,zY) ist f” positiv, also f konvex,

wihrend auf (zf,1) f” negativ, also f konkav ist.

xy ist Stelle eines lokalen Maximums von f; das zugehorige Maximum ist f(z}) =
%. Andere Extrema sind nicht vorhanden.

xy ist der einzige Wendepunkt von f. Der zugehorige Funktionswert f(xY) ist
niherungsweise 0,59.

Offenbar ist lim f'(z) = oo und l)l{[h_ f'(z) = 0. Aufgrund der bisher ermit-

telten Eigenschaften der Funktion f ist es nun ein Leichtes, ihr Schaubild zu
zeichnen. %

Beispiel: f(z) = 2% = e®"®. f ist auf R definiert, und dort ist

fl(x) =2°(1+Inz), f"(z)=2"""42°(1+Inz)

f ist immer positiv. f’ besitzt die einzige Nullstelle 2} = % und ist negativ

auf (0, %), positiv auf (%,oo); infolgedessen ist f auf (0,%) streng fallend, auf
(1, 00) streng wachsend, und zf ist die Stelle eines lokalen Minimums von f; das
zugehorige Minimum f(z)) ist ndherungsweise 0,69. Da f” positiv ist, muf} f
streng konvex sein. Schliefllich ist

lm f@) = 1, lmfe) = oo
lim f'(z) = —oo, lim f'(z) = oc.

z—04 T—00
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12 /
e
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06

04
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0 05 1

i 05 T
Ty

Abbildung 7.6:

Berechnet man einige Funktionswerte, so erhélt man Abb. 7.7. &

1
Tos 1

e

Abbildung 7.7: f(x) = 2"
Beispiel: f(z) = I;”—_Bm, D(f) =R\ {4, —4}. Die Stellen z = —4 und x = 4 sind
Pole erster Ordnung, an denen sich vertikale Asymptoten befinden. Man zeigt
leicht, daf3

xt — 4812
! _
f (.I) - (.’L’2 . 16)23
3 4 48z
n — 2 x
f (.7)) 3 (.1'2 _ 16)3’
z* 4+ 962 + 256
" -
/(@) W0 gy

Die Funktion ist ungerade: f(—z) = —f(x); der Graph liegt also symmetrisch
zum Ursprung. Die Nullstellen von f: z; = 0 ist dreifache Nullstelle.

f' hat die zweifache Nullstelle 71 = 0 und die einfachen Nullstellen x5 3 = ++/48.
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Es gilt

f”(O) — 0
f"(V48) ~ 0,6 > 0 (Minimum)
f'(—V48) ~ —0,6 < 0 (Maximum).

Q

Wendepunkte: f”(z) = 0; z(z? + 48) = 0 hat nur eine reelle Losung z = 0. Da
J"(0) = =3 #0, liegt ein Wendepunkt vor. Wendetangente: y = 0 (z - Achse!).

Die Funktion ist fiir x > 0 konvex, fiir z < 0 konkav.

Asymptoten:

1. vertikale Asymptoten: r = —4, x = —4.

2. schiefe Asymptote: 2° : (¢° — 16) = & + 3%, daher ist die erste Mediane

y = x eine Asymptote.

Die Funktion ist in Abb. 7.8 dargestellt. &

20

10

44 /I8

N

-10 -

20

I I L
-30 -20 -10 0 10 20 30

3

Abbildung 7.8: f(z) = m2m—16

Beispiel: Die kritische Temperatur 7j,; eines Stoffes ist jene, ab der der Stoff
bei keinem Druck fliissig vorkommt. Genau bei T" = Tj,;;, weil der Physiker, hat
der Druck als Funktion

p(V) = ﬂ -2 Gleichung von van der Waal
V—-b V2

des Volumens einen Wendepunkt mit horizontaler Tangente.
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tRT-

Die entsprechenden Bedingung 0 = p'(V)) = p"(V) ergibt konkret 77kt

und {f,ngg'g = % Kreuzweises Multiplizieren ergibt

RTjrit 3a _ Rlya 20
V=02Vt (V—b)PV3
und nach Kiirzen 3(V —b) = 2V, also V' = 3b.

Einsetzen in {‘z/T_kzsg = % liefert schlieBlich Ty,;; = —231?}3'

2a
V3



Kapitel 8

Iterationsverfahren

8.1 Ein Fixpunktsatz

Das explizite Losen einer nichtlinearen Gleichung

flz)=0

ist nur in Ausnahmefillen moglich. Daher verwendet man in der Praxis Iterati-
onsverfahren, die rekursiv eine Folge von Néherungswerten erzeugen, die (mogli-
cherweise) gegen eine Nullstelle konvergiert.

Dabei ist es oft giinstiger ein Fixpunktproblem zu lésen. Ein Fixpunkt einer
Funktion g ist ein Punkte £ mit der Eigenschaft £ = g(§).

Man kann jedes Nullstellenproblem trivial als Fixpunktproblem schreiben:
fla)=0 & g@)=z-f(z)=2

Das einfachste und wichtigste Iterationsverfahren zur Berechnung von Fixpunkten
ist die folgende Fixpunktiteration:

Ausgehend von einem Startwert z, wird die rekursive Folge
ZTnt1 = g9(z,), n=0,1,2,...

generiert,.

Das Verhalten dieser Folge wird fiir die in der Praxis wichtigsten Situationen
durch den folgenden Satz beschrieben:

102
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Satz 8.1.1: Ist g : [a,b] — [a,b], (a < b) auf [a,b] Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
konstante L < 1 dann besitzt g in [a,b] genau einen Fizpunkt £, und dieser ist der
Grenzwert jeder durch die Rekursion x,.1 = g(z,), (n =0,1,2,...), definierten
Folge, sofern o € [a, b] ist.

Die Konvergenz ist mindestens linear, d.h. es gilt

Bemerkung: Dieser Satz ist ein Spezialfall des viel allgemeineren Fizpunktsatzes
von Banach (siehe Hohere Analysis). [

Beweis: Nach dem Zwischenwertsatz (Satz 5.4.9) hat g einen Fixpunkt £ in [a, b].
Die Lipschitz-stetigkeit von g bedeutet fiir alle x,y € [a, b

l9(y) —g(z)| < Lly — x| .

Daher kann g in [a,b] auch nicht mehr als einen Fixpunkt haben kann, sonst
ergibe sich der Widerspruch

n—&[=1lg(n) —g(&)] < |n—&|

Setzen wir x, = ¢"(x¢). Aus obiger Ungleichung sieht man leicht fiir jedes x¢ €
[a, b]

woraus die Konvergenz x,, — & folgt. qed.

Bemerkung: Falls g auf [a, b] einmal stetig differenzierbar ist, ist

L= !
max g'(z)
die kleinstmégliche Lipschitzkonstante auf [a, b]. [ )

Beispiel: Gesucht ist eine Lésung der Gleichung x = cosx, oder anders ausge-
driickt ein Fixpunkt der Funktion cos.

Natiirlich gilt (im Bogenmaf})

cos : [0,1] — [0,1] .
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Wegen | cos’ z| = sin z ist cos auf dem Intervall [0, 1] Lipschitzstetig mit einer Lip-
schitzkonstante L < 1, daher folgt aus obigem Satz die Existenz eines eindeutigen
Fixpunktes £, der mittels Fixpunktiteration berechnet werden kann.

Das lustvolle Iterieren des Cosinus mit dem Taschenrechner sei an dieser Stelle
dem Leser iiberlassen:

e Startwert o € [g,1] eintippen.

e cos-Taste immer wieder driicken.

Und: Nicht vergessen: Wir rechnen im Bogenmaf3! &

1.2 T T T T T T T

-0.2 1 I L L I I L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Abbildung 8.1: Iteration des Cosinus ausgehend von xy = 1, Spinnwebdiagramm

Fiir stetig differenzierbares ¢ ist die Bedingung |¢'(£)| < 1 hinreichend fiir die
Konvergenz der Fixpunktiteration gegen den Fixpunkt &, falls man nur z, nahe
genug beim Fixpunkt £ liegt. Man mache sich das anhand einiger einfacher Skizzen
klar. Welche Bedeutung hat das Vorzeichen von ¢'(£)?

Gegen eine Fixpunkt £ mit |¢'(€)| > 1 ist im allgemeinen keine Konvergenz zu
erwarten, wie das folgende einfache Beispiel illustriert.

Beispiel: Sei g(z) = 2z — 1. Einziger Fixpunkt ist offensichtlich £ = 1.
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Nachrechnen oder ein Blick auf Abbildung 8.1 zeigt, dafl aufler fiir o = & die
Folge der z,, divergiert.

Ahnliches gilt fiir g(z) = 3 — 2z. &
Q= ‘

\ s

33 N
\
!

1 L K
0 &8 8 0 § 8§95 ¢

Abbildung 8.2: Spinnwebdiagramme: Iteration von z +— 2z — 1, ausgehend von
zwei verschiedenen Startwerten, und Iteration von x +— 3 — 2z

Obige Beispiele lassen auch die Bedeutung des Vorzeichens von ¢'(£) erahnen.

8.2 Das Newton-Verfahren

Das in der Praxis wichtigste Verfahren zum Finden von Nullstellen ist das New-
tonverfahren, das zuerst geometrisch hergeleitet und dann mit Hilfe des Banach-
schen Fixpunktsatzes analysiert wird.

Gegeben seien eine Funktion f, die in einer Umgebung der Nullstelle ¢ differen-
zierbar ist, und ein Ndherungswert z, fiir diese Nullstelle. Wir suchen nun den
Schnittpunkt zwischen der Tangente an die Kurve y = f(z) im Punkt (zg, f(z0))
und der = - Achse und definieren seine Abszisse als néichsten Néherungswert:

f(xo)

T =Ty — —

f (iﬁo)'

Legen wir jetzt die Tangente an den Punkt (z, f(z1)) und schneiden diese wie-

derum mit der x - Achse, so erhalten wir die Abszisse dieses Schnittpunktes x,
als Verbesserung von z;.
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Rekursiv sind daher die Glieder der N&herungsfolge definiert durch:

()
ntl = Tp — , =0,1,2,...
Tnel =0 =gy "

| (\\
/
25 - & -
R

20 - -

15 - -

10 - -

) //gfy/// )
O ‘ |

| | ‘\CCQ | | xl | | | 1\l0 |

2.2 2.3 2.4 2.5 2.6 2.7 2.8 2.9 3 3.1

Abbildung 8.3: Newtonverfahren am Beispiel f(x) =2 — 7

Setzen wir g(z) = = — %, so entspricht das Newtonverfahren der iterativen

Lésung der Fixpunktaufgabe fiir g.
Ist & eine Nullstelle von f mit f'(£) # 0, so ist

f'€)? -0
f1)?
was fiir hinreichend glatte f bedeutet, dafl L beliebig klein gewihlt werden kann,

wenn man den Startwert fiir die Iteration von g nur nahe genug der gesuchten
Nullstelle von f wéhlt.

g€ =1~- =0,

Da die Ndherungswerte x,, — xo streben, kann man die Lipschitzkonstante L fiir
die Banachsche Fixpunktiteration von g im Verlauf der Iteration immer kleiner
ansetzen, was bedeutet: Konvergiert die Iteration von g, dann konvergiert sie
,immer rascher®.

Diesen Sachverhalt prézisiert der Satz, der folgend ohne Beweis angegeben ist:

Satz 8.2.2: Se: f in einer Umgebung der Nullstelle & zweimal stetig differen-
zierbar und f'(§) # 0. Dann ezistiert eine (mdglicherweise kleine) Umgebung
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der Nullstelle, so dafi das Newton - Verfahren von jedem Startwert aus dieser
Umgebung quadratisch gegen die Nullstelle konvergiert.

Das heifst, x,, — & und es gibt ein C' > 0, sodaf
“,‘En—f—l - 6‘ S C|xn - §|2a n 2 Oa

qilt.

Anschaulich bedeutet die quadratische Konvergenz, daf} sich die Anzahl der kor-
rekten Stellen der Ndherung z,, in jedem Schritt verdoppelt.

Beispiel: Wir suchen die Lsung von f(z) = 2*—7 = 0. Esist f'(z) = (14+1lnx)z”
und daher die zu iterierende Funktion

Wir starten mit xy = 3.

zo = 3.000000, f(zo) = 20.000000,
21 o~ 2.647033, f(x1) ~ 6.154006,
my A~ 2409963, f(z2) ~ 1.329735,
vy A 2.325032, f(x3) &~ 0.111470,
za ~ 2316531, f(x4) ~ 0.000978,
vs ~ 2.316455, f(xs) ~ 0.000000,
xg =~ 2.316455, f(zs) ~ 0.000000.

Man sieht, dafl die Konvergenzgeschwindigkeit dramatisch wéchst, sobald die
Néherungswerte & nahekommen.

Diesem Beispiel entstammt Abbildung 8.3. &

Definition 8.2.1: Fin Iterationsverfahren habe den Fixpunkt . Der Einzugs-
bereich von & ist die Menge aller Startwerte, fiir welche das Iterationsverfahren
gegen & konvergiert.

Daf} das Newtonverfahren i.a. nur konvergiert, wenn der Startwert nahe genug
¢ ist, veranschaulicht das folgende Beispiel: Wir ,suchen®“ die Nullstelle & = 0
von arctanz, ausgehend vom, wiirde ein Kenner der Materie befinden, etwas
entlegenen Startwert zy = % Die Iteration

arctan x,,

Tpn+1 = Tp — 1+.’E2
n
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ergibt:

zo = 1.500000, f(zo)
—1.694080, f(z:
my & 2321127,  f(z2) ~ 1.164002,

m3 ~ —5.114088, f(z3) ~ —1.377695,

xy =~ 32.295684, f(z4) = 1.539842,

ms ~ —1575.316051, f(zs) ~ —1.570162,

zs ~ 3894976.007761, f(xG)z1.570796mg,

0.982794,
~ —1.037546,

Q

X1

%
—~ X —

Q

T, A~ —23830288973552.098, f(m7)z—1.570796z77r.

Abbildung 8.4 zeigt, wie im Verlauf der Newtoniteration immer wilder hin und

15 - 1 1 1 1 [ =

1- — -
05 - -
0 ‘ ‘ Lo T2
05 - T3 21 -
- 5 I Ui . - T4
15 = : i | | I I -
-6 -4 -2 0 2 4 6

Abbildung 8.4: Divergente Newtoniteration fiir arctanz = 0

her gesprungen wird. &



Kapitel 9

Das Riemannsche Integral

9.1 Einfiihrung

Aufgabenstellung: Ermittlung der ,Fliche* des von f(z) iiber [a, b] bestimm-
ten Normalbereichs.

f sei auf [a,b] beschrinkt und f(z) > 0. Der von f iiber [a,b] aufgespannte
Normalbereich ist definiert als die Menge {(z,y) € R*; a <2 <b, 0 <y < f(z)}.
Wir nennen 7 = {a = 20 < 21 < -+- < 1 < x, = b} eine Teilung oder

******

,,,,,,,

a & 1 & Ty & T3 e & b

Abbildung 9.1: Riemann-Integral

Zerlegung von [a,bl; I; = [z;_1,x;] sei ein Teilintervall mit der Linge Ax; =

T, —Ti—3t=1,...,n.

109
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Die grofite untere bzw. kleinste obere Schranke von f auf I; seien

m; := inf f(z), M;:=sup f(x).

zel; z€l;
U(f;T) :=mAxy + meAzy + - - -+ m, Az, = imiAa:i
=1
heifit die zur Zerlegung T des Intervalls [a, b] gehorige Untersumme von f,
O(f;T) := MiAxy + MyAzxy + - - -+ M, Az, = i M;Az;

=1

die zur Zerlegung gehorige Obersumme. Mit Hilfe der Zwischenstellen

Z={&,....&n & € I;}

definieren wir die Riemann’sche Zwischensumme
R(f;T,Z) := f(&)Az1 + f(&) Ao + -+ + f(&n) Az = ) f(&) Ay
i=1

Es gilt
U(f;T) < R(f;T,2) <O(f;T).

Aus m := inf f(z) <m;, M = sup f(z) > M,, folgt
z€[a,b] z€[a,b]

m(b—a) =m(Azy +---+ Az,) <mAzxy + - -+ mpAzx, <U(f;T),
also m(b—a) < U(f;T), und analog M (b —a) > O(f;T), so dafl schlieBlich,
m(b—a) <U(f;T) < R(f;T,2) <O(f;T) < M(b - a).

Vorgangsweise zur Definition eines Flichenintegrals

Wir betrachten eine Folge von immer feiner werdenden Zerlegungen 7;, und er-
halten so eine Folge von Untersummen U(f;T), die monoton wachsend und nach
oben beschriinkt ist und eine Folge von Obersummen O(f;7), die monoton fal-
lend und nach unten beschrinkt ist. Es gilt daher

im U(f;T)=:J, lim O(f;T)=:J,

n—oo

mit J < J. Falls J = J =: J, so stellt J den gesuchten Flicheninhalt dar,
symbolisch

J:/f(ac)dac.

a
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J
0
A/ a W b

Flache: J, — J, + J5

Abbildung 9.2: Flacheninhalte

Die Voraussetzung f(x) > 0 ist nicht notwendig, f mufl nur beschrénkt sein. Die

oben aufgestellten Ungleichungen gelten unabhéngig davon.
Notation: [(T) = max Ax; heifit die Liange der Zerlegung {T'}; eine Folge von

Zerlegungen von |[a, b] heifit ausgezeichnete Zerlegungsfolge, wenn nh_)rgo I(T,) =0.

Definition 9.1.1: Die Zerlequng T' heif$t feiner als T, wenn T' aus T durch
Hinzunahme zusdtzlicher Teilungspunkte entsteht. Notation: T C T'.

Beispiel: Fortgesetztes Halbieren liefert eine ausgezeichnete Teilungsfolge. (mit

T, C Tpy1, n € IN) &
\ \ \
| \ \
a xgl) b
\ \ \ \ \
| \ \ \ \
a x&” ng) 33;(,,2) b
\ \ \ \ \ \ \ \ \
| \ \ \ \ \ \ \ \
N e IR I

Abbildung 9.3: Fortgesetztes Halbieren liefert eine ausgezeichnete Teilungsfolge.

Eigenschaften von Ober- und Untersummen

Hilfssatz: Falls T C 7', dann gilt
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L U(f;T)<U(f; T,
2. O(f;T) > O(f;T").
Beweis:

1. Es geniigt den Fall zu untersuchen, dafi 7" einen Teilungspunkt mehr hat
als T. Sei u der neuer Teilungspunkt. Dann gilt mit m; < m] und m; < m;

m; = mj
/
my

Ti—1 u T;

Abbildung 9.4: Ein zusétzlicher Teilungspunkt, u

m; = inf f(l‘)a
TE[Ti—1,T:]
m = _inf f(a),
TE[Ti—1,u]
m; = inf f(x).
! :ce[u,wl]f( )

Der Beitrag von I; zu U(f;T) ist m;(x; — z;_1). Der entsprechende Beitrag
zu U(f;T") ist mit m}(u — z;_1) + m{ (z; — u) gegeben. Daher gilt

mi(u—x; 1) +m(x; —u>mi(u—x; 1) + mi(z; — u) = mi(z; — 2 1).

2. analog.

qed.
Satz 9.1.1: Seien T und T' beliebige Zerlegungen des Intervalls [a,b]. Dann gilt
U(f;T) <Of;T).
Beweis: Bilde 7* =T UT'. Wegen T'C T*, T" C T* gilt
U(f;T) <Uf;T%) <O(f;,T7) <O(f;T) .

qed.
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9.2 Die Definition des Integrals

Wir bilden die Menge aller Untersummen:

U:={U(f;T): T ist Zerlegung von [a,b] },
und die Menge aller Obersummen:

O :={O(f;T) : T ist Zerlegung von [a, b] },

also: U, O C R und wegen des obigen Satzes, liegt U links von O. Daraus folgt

supU < inf O
) 0
unteres Integral oberes Integral

Es gibt zwei Moglichkeiten:

1. supU = inf O,

2. supU < inf O.

Definition 9.2.2: f sei auf [a,b] beschrinkt. f heifit Riemann-integrierbar auf
[a, b], falls supU = inf O. Diese Zahl heifst dann ,Integral von f dber [a,b]“.

b
/f(:r:)dx :=supU = inf O.

a

0, x rational

Beispiel: Die Funktion f(z) = { xz € [0,1], heifit Dirichlet-

1, =z irrational’
Funktion. T = {xy, ..., z,} sei eine beliebige Zerlegung von [0, 1]. Es gilt m; = 0,

M; =1, Vi. Folglich

U(f;T) =0Az;+---+0Az, = 0,
O(f;T) =Azx+---+ Az,

I
—_

also 0=U(f;T) < O(f;T) =1. &
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Das Riemann’sche Integrabilitidtskriterium

Satz 9.2.2: Eine auf [a,b] beschrinkte Funktion ist genau dann dber [a, b] inte-
grierbar, wenn es zu jedem € > 0 eine Zerlequng T, von [a,b] gibt, so daf

O(f, Ts) - U(faTs) <e.

Beweis:

1. f sei integrierbar, d.h. supYd = inf O. Daher existieren fiir jedes ¢ > 0
Zerlegungen T, T, mit

O(f;Ty) —U(f;T1) < e.
Wir wéhlen T, = T7 U Ts.

2. Ist inf O > supU, dann ist die obige Ungleichung fiir ¢ < inf O — supU
nicht zu erfiillen.

qed.

Beispiel: Seic > 0und p € [a,b]. f(z) = {2 z fi’. U(f;T) = S mila; = 0,
? - i=1

O(f;T) = > MiAw; = c(a—x5-1), O(f; T)—U(f; T) = cAxy, < € falls Az, < =,

=1

b
Es gilt daher / f(z)dz = 0. &

Abbildung 9.5:

Bemerkung:

1. Das gleiche Ergebnis gilt, wenn f in endlich vielen Punkten von 0 verschie-
den ist.
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2. Andert man eine integrierbare Funktion an endlich vielen Stellen ab, so
bleibt das Integral unverédndert.

9.3 Die Integrierbarkeit von monotonen und ste-
tigen Funktionen

Monotone Funktionen

Satz 9.3.3: Ist f auf [a,b] monoton, dann ist f integrierbar auf |a,b].

Beweis: f sei monoton wachsend. Dann gilt fiir I; = [z; 1, 2;]: m; = f(xi-1),
Mi:f( i)- SelT—{aa+h a+nh—b}h:b_—“.EsfolgtO(f;Tn)—

th Zm,h hz Fzie1) = RIF(b) — f(a)] < ¢, falls

h < qed.

f(b)*f (a)

Stetige Funktionen

Satz 9.3.4: Fine auf [a, b] stetige Funktion ist dort auch integrierbar.

Beweis: Sei ¢ > 0 ¢, := ;5. 30 = d(e1), so daB |f(z1) — f(x2)| < €1, sobald
|T1 — x2| < 6, 21,29 € [a, b] Wahle zu € eine Untertellung T mit [(T) < 6. Dann
gilt O(f;T) - U(f;T) = Z(M m;)Azr; = Z[f &) — fF(mi)|Azi, &, mi € [a, ]
i=1
Daraus folgt O(f;T) —U(f;T) < ﬁZAmZ =e. qged.
i=1

Fiir die Praxis geniigt meist das folgende Resulat:

Satz 9.3.5: Hat eine Funktion f auf [a,b] endlich viele Sprungstellen und ist f
sonst stetig, so ist f auf |a,b] integrierbar.
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9.4 Das Integral als Grenzwert

Satz 9.4.6: f(x) sei integrierbar auf [a,b]. Dann gilt
b
/f(x)dm = lim U(f;Ty) = lim O(f; 1) = lim R(f; Ty, Zy)

fiir jede ausgezeichnete Zerlequngsfolge {T,} und fiir jede Wahl von Zwischenstel-
len {Z,}.

Beweis: (fiir stetige Funktionen) Wir zeigen, daf fiir jede ausgezeichnete Zerle-
gungsfolge T,, die Folge O(f;T,) — U(f;T,) eine Nullfolge bildet. Sei ¢ > 0. Zu
diesem ¢ gibt es ein 4, so dafl

€

[f (1) = fz2)] < 5 —

falls |zy — 29| <9, 1,29 € [a, b

Da lim I(T},) = 0 gibt es zu diesem § einen Index N, so daB I(T,) < J, n > N.
Es sei m,, die Anzahl der Teilintervalle von 7;,. Wegen

Of;T) = U(F;T) = So(F(&) — Fn)Azs; & € 251, 24]
=1
gilt fiir n > N

O(f : T,) = U(f; Ty) < ﬁiAxi .
— Wiz
qed.

n—1
Beispiel: f(z) =sinz, [a,b], Az; = "_T“ =h, & = x;_1; R, = h)_ sin(a + ih),

i=0
n—1
2sin 2R, = h)_2sin(a+1h) sin g Aus 2sinzsiny = cos(z —y) — cos(xz + y) folgt
i=0
2sin(a + th) sin h_ cos(a + (i — 1)h) — cos(a + (i + 1)h)
2 2 2

Daher gilt

. h 1 1 1 3
2sin §Rn = h(cos(a - §h) — cos(a + §h) + cos(a + §h) — cos(a + §h) +---

2n —3 1
+ cos(a — Th) —cos(b — §h))

= h(cos(a — %h) — cos(b — %h)),
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und somit R, = ﬁ(cos(a — 3h) — cos(b — %h)) Es folgt

b
lim R, = (cosa — cosb) = /sin xdx.
b
Analog gilt /cos xdx = sinb — sin a. &

9.5 Aussagen iiber bestimmte Integrale

Definition 9.5.3: Fir a > b definiert man:

a

/bf(x)dx = —/af(fc)d:r und /af(x)dx = 0.

Gleichungen

1. /b(af(x) + Bg(z))dz = a/bf(:v)dx + 5/bg($)d3:, a, B € R,

2. /cf(ac)dac:/bf(x)dx—i—/cf(x)dx.

Ungleichungen

1. Falls f(x), g(x) auf [a, b] integrierbar sind und f(z) > g(x), so folgt
b b
/f(x)dx > /g(w)dw.

2. Ist f(z) auf [a, b] integrierbar, so ist auch |f(z)| integrierbar und es gilt

b

/f(:v)da:

a

< /blf(x)\d:v-
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Folgerungen

1. Gilt [f(x)| < M auf [a,b], so folgt

/b f(z)dz

2. Gilt |f(z) — g(z)| < € auf [a, b], so gilt

< M(b— a).

<e(b—a).

bf(:c)da: - /bg(:v)dx

3. Wie wir bereits wissen, gilt fiir m = 1r[1fb] f(z), M = sup f(zx), die Unglei-
zcla z€[a,b]
chung

b
m(b— a) g/ z)dr < M(b— a).

Daraus folgt

Satz 9.5.7: (1. Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f(x) stetig auf [a,b], so
gibt es ein & € [a,b], so dafs

| f@)z = f(©)b - ).

Beweis: Sei m = min f(z), M = max f(z). Dann gilt

z€[a,b] z€[a,b]

b
%a/f(x)dx < M.

Aufgrund des Zwischenwertsatzes gibt es ein & € [a, b] mit

qed.

Satz 9.5.8: Sind die Funktionen f, g integrierbar auf [a,b] so ist auch die Funk-
tion f - g dort integrierbar.
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Satz 9.5.9: (2.Mittelwertsatz der Integralrechnung) f(z) sei stetig auf [a,b] und
b
g :a,b] = R sei integrierbar, g(x) > 0, z € [a,b], /g(a:)dx > 0. Dann existiert

€ € |a,bl], so daff

/b [@)g@)dz = £(€) [ ga)da.

Beweis: Aus m < f(z) < M folgt

mg(z) < flx)g(x) < Mg(z)
b b b
m[g(z)ds < [f(2)g(x)dz < M [g(z)dz,
b
[ F(@)g(x)dz
m < 4 < M.
J 9(z)dx
Jetzt liefert wieder der Zwischenwertsatz das Resultat. qed.

9.6 Das unbestimmte Integral
Definition 9.6.4: f: I — IR se: stetig und a € I. Dann heifit die Funktion
F(z) :/f(u)du, F:T1-R

Integral von f als Funktion der oberen Grenze.

Satz 9.6.10: (1. Hauptsatz der Differential-Integralrechnung) Sei f : [a,b] — IR
stetig. Fir alle x € [a,b] ist die Funktion F(z) = /f(u)du stetig differenzierbar

und

Beweis:
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Abbildung 9.6: Unbestimmtes Integral

z+h
1
= o [ f@ds=f@+n), 0<v<L
qed.
Bemerkung: Differentiation ist die inverse Operation zur Integration. [

Definition 9.6.5: Ist f(z) stetig auf I, dann nennt man jede auf I stetig diffe-
renzierbare Funktion G(x) mit

eine Stammfunktion von f(z).

Bemerkung: Die Existenz solcher Stammfunktionen ist aufgrund des obigen
Satzes gesichert. Neben G(x) ist auch jede Funktion G(x)+C mit einer beliebigen
Konstanten C' Stammfunktion. [

Satz 9.6.11: Sind F(x) und G(x) auf einem Intervall I zwei Stammfunktionen
einer Funktion f(z), so ist

Beweis: Sei ¢(x) = F(x) — G(z). Differenzieren ergibt ¢'(z) = F'(z) — G' =
f(z) — f(x) = 0. Daher ist ¢(z) konstant auf I . qed.

Definition 9.6.6: Die Gesamtheit aller Stammfunktionen von f(x) nennt man
das unbestimmte Integral von f(x) und schreibt dafiir

/f(m)dx oder /fdx.
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Beispiel: [sinzdr = —cosz + C, [coszdxr =sinz + C. O

Satz 9.6.12: (2.Hauptsatz der Differential-Integralrechnung) Es sei f : I — R
stetig und F' sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir a,b € I

b

[ f@)dz = F) = F(a) = F(a)..

a

Beweis: Es sei eine Stammfunktion F(z) bekannt. Dann ist I(a, z) = /f(u)du

ebenfalls Stammfunktion, also
I(a,z) = F(z)+C.

Fiir z = a wird dies zu C = —F(a) und folglich

insbesondere

qed.
9.7 Integrationsformeln
Gewinnung von Integrationsformeln aus Differentiationsformeln
Beispiel: Die Potenzfunktion: F(z) = ”ff: , & # 1, ist eine Stammfunktion von
x®: F' = %fu = 1%, daher
xa—i—l
“dr = C -1
/ x%dx P +C, a#-1,
/ 1
%y = F(b)— F(a) = —— (" — o™ 1.
!m v = F(b)—Fla) = —= (0" —a™), a#
¢

Beispiel: Die trigonometrischen Funktionen:
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1. F(z) =sinz und F(x) = cosz haben wir bereits behandelt.

2. F(z) =tanz, F' =

cos?

3. F(z) =cotw, F' = —=%

sin“ "

Daraus folgen die Integrationsformeln

/cosa:dx:sinx+0, /sinxd:v:—cosa:+0,

1 1
/ > dr = tanx + C, /,2 dr = —cotz + C.
cos? x

s~

Beispiel: Die zyklometrischen Funktionen:

arcsinz)' = =, fiir [z| <1,
arccos z)' = — =, fiir |z <1,

(
(
(arctan z)’ = L,
( /

arccot )’ = — 3.

Das liefert die Integrationsformeln

d d
/733 = arcsing + C A arctanz + C.

V1 — 22 ’ 1+ a2
Beispiel: Die Exponentialfunktion:
2. (a®) = (e*®)' = In aa®.
Die Integrationsformeln sind daher
/emdx:ez—i-C, /Idx—a——l—C’.

Ina

Beispiel: Die Hyperbelfunktionen:
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1. (sinhz)" = cosh z,
2. (coshz)" =sinhz,
1
3. (tanhz)' = —o,
1
4. (cothz)' = ——.
Daraus ergeben sich die Integrationsformeln
/cosh xdr = sinhx + C, /sinh xdr = coshx + C,
dz dz
— tanhz + C, /7 — cothz + C.
/ cosh® z sinh?
¢
Beispiel: Der natiirliche Logarithmus: (In |z]) = 1, woraus folgt
1
/ —=1Inlz| + C.
x
¢
Beispiel: Die Areafunktionen:
1. (arsinhz) = ;H,
2. (arcoshz)' =+ mé_l, z>1,

3. (artanhz) = =, |z| < 1.
Daraus folgen die Integrationsformeln

/\/xdzixﬁ:arsinhx—l—C':ln(x+Vm2+1)+C’,
dz

ViE 1

/ dz 1 ‘l-l-ac

0
1—22 2 %1-z

:arcoshx+0:1n|x+vg02—1‘+C’, lz| > 1,

+C, z#1,—1.
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Partielle Integration

Aus

folgt

und als unbestimmtes Integral
/u(x)v'(x)dx = u(z)v(z) — /u'(x)v(x)dx +C.

Beispiel: [ zsinxdz soll berechnet werden.
1. Moglichkeit: © = u, sinz = v":

I = «x (—cosx)—/ 1 (—cosz)dx
I G B AN

= —xcosx-l—/cosxdx-l—C’: —zxcosx +sinx + C.

2. Moglichkeit: z = ', sinz = u:

2 2

. T x
I =sinz 5 —/cosx 5 dz + C.
U N wW =
v v
Diese Vorgangsweise bietet keine Erleichterung! &

Anwendungen der partiellen Integration

1) Integrale der Form [ 2™ f'(x)dz, n € IN:

[&lw=g i@ [ fwd

!
v u v

Beispiel: [z?coszdr = 2?sinz —2 [ xsinzdr = 2?sinz+ 2z cosz —2sinz +C.

¢
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2) Rekursionsformeln fiir unbestimmte Integrale:
Beispiel:
I, = /sin” rzdr = /sin”’1 x sin xdx
= —sin" 'zcosz+ (n—1) /sin"’2 x cos® zdz
= —sin" 'zcosz + (n—1) /sin"‘z(l — sin® z)dz
= —sin" 'zcosz + (n—1) /sin”_2 zdr — (n —1) /sin" zdx

= —sin"tzcosz+ (n— 1)1, o — (n—1)I,.

Also ist
(14+n—-1)I, = —sin"‘'xcosz+ (n—1)I, » und
1 n—1
I, = ——sin"‘tzcosz+ ——1I, .
n n

Durch Fortfiihrung dieses Verfahrens erhalten wir die folgenden Schlufintegrale:

n gerade: Iy = [dx =z + C.
n ungerade: I1 = [sinzdx = —cosz + C.

Beispiel:

1 2 1 2
I3 = /sin?’xdx = ——sin’zcosx + 511 = -3 sin® x cosz — gcosx—l-C.

Variablensubstitution

Es sei F' eine Stammfunktion von f: F'(u) = f(u). Betrachte H(z) = F(g(z)).
Mit Hilfe der Kettenregel konnen wir differenzieren:

oder
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Satz 9.7.13: (Substitutionsregel) Es sei g : I — R stetig differenzierbar und
f:9(I) — R stetig. Dann gilt mit einer Stammfunktion F(u) = [ f(u)du, daf

[ 1o @)dz = F(g(@) +C.

Fiir das bestimmte Integral gult

b 9(b)
[ 1g@)g@)dz = [ f(u)du= F(g(b)) - F(g(a)).
a 9(a)

(Beim bestimmten Integral missen die Integrationsgrenzen mitsubstituiert wer-
den.)

Beispiel: [sin’zcoszdr = [(sinz)?(s nx) dz; f(u ) = u? g(a:) = sinz. Damit
erhalten wir die Stammfinktion F(u) = % und [ sin? cos xdx =sisin*z+C. &

. . xdx 3 1 l‘ _ _gcz ! . _ 4 _ .
Beispiel: [ \/% [ 2= ( + ) dr =3[ glir—m%dx, fw)=u"2, g(z) = 1+ 2. Mit
der Stammfunktion F(u ) = 2u2 folgt

/m 22\/1+x2+0 vV1+22+C.

¢
Merkregel: Ist F' Stammfunktion von f, so gilt
/f(ax +b)dz = 2F(ax +0) + C,
denn
/fa:c-i—b /fax-l—b)(ax-i—b)d
Beispiel: [sinazrdx = _E cosazr + C. &
Beispiel:

/ x? +Cfl:f13 5 / (x +Cé'§2 T1° /f(g(x))g'd:c

mit f(u) = 7, 9(x) = x4 2. Aus [ f(u)du = arctanu + C folgt

dz
/ m = arctan(x + 2) —+ C
Fiir das folgende bestimmte Integral gilt:
_7\/?: du f du arcta \/3 arctan1
——— = | ——— =arctan — arctan 1.
Jooz?+4r +5 / u?+1
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Die Umformulierung der Substitutionsregel

Gesucht ist F((x) = [ f(x)dz. Wir betrachten stattdessen fiir eine differenzierbare
Funktion g(u) das Integral (Substitution z = g(u))

[ #9())g'(w)du

und nehmen an, daf eine Stammfunktion H(u) des Integranden bekannt ist,

[ 1(g(w)g (u)du = H(w).
Nun wissen wir aber, dafl
| Flo(w)g (wdu = F(g(w) +C,
also F(g(u)) = H(u) + C. Mit = g(u) erhalten wir

F(z)=H(g™'(z)) + C.

Vorgangsweise: Zur Bestimmung der unbestimmten Integrals [ f(z)dz sub-
stituiert man x = g(u) mit g(u) stetig differenzierbar und invertierbar, setzt
dx = ¢'(u)du und bestimmt das Integral

[ 1(g(w)g/ (uw)du = H(w).

Dann gilt (riicksubstituieren!)

[ f@)de = H(g @) + C.
Fiir das bestimmte Integral gilt

g~(b)

[ f@)ds = [ Fo(w)g @)du = H(g™(#) - Hig (@)

Beispiel: Gesucht ist [ \/%dx, |z| < a, a > 0. Die Substitution z = g(u) =
asinu, dx = acosu du fithrt auf

a? sin® ua cos u du a® cos u sin® u o [ . o
— = ———  du=a” [ sin“udu
va? — a?sin”u acosu

a2
= E(U —sinucosu) + C.
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Durch Riicksubstituieren erhilt man
2 LT x T 5
arcsin — — —/1 — (=) ) +C.
a

x? a
/ ———dzr = —(
Va2 — x? 2 a a
Fiir das bestimmte Integral gilt

in L
arcsin 3

dr =2 / sinQudu:(u—sinucosu)\O%Z
0

>
=&

2 ./1',‘2
0/ V2 — 22

9.8 Besondere Integrale

Zwei Integraltypen

dz

Das Integral I; = /—
. J ar?+br+c
Erweiterung und einfachen Substitutionen berechnet werden.

mit a # 0 kann immer mittels quadratischer

Beispiel:

I—/ _/ dx _l/ dx
) A2 —dx+6 ) (22-1)24+5 5 (E)QH'

20 — 1

Die Substitution v = ergibt

=

/ L arctanu + C = —— arct (296_1) +C
arctan u = ——=arctan { ——— .
o5 1 25 2v/5 V5

&
dz
ar? +bx +c’ @7

0, mittels quadratische Erweiterung und einer linearen Variablensubstitution in
Abhéngigkeit von den auftretenden Vorzeichen auf eines der drei Integrale:

Im allgemeinen Fall transformiert man das Integral I; = /

d 1
_u:__+0’

Il =
u? U

d
I, = / 1 +uu2 = arctanu + C,
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d
11:/ Y = artanhu + C .
1—u?

Beispiel:

I—/ dx _/ dx B 1/ dzx
T ) 422 — 4z —4 ) 22-1)2-5 5 9r—1\2"
o (22 -1) 1-(2=2)

20 —1

Die Substitution v = ergibt

S

I =

1 / du 1 tanhu + C 1 artanh 2z —1 +C
——— | —— = ———artan = )
25/ 1 —u? 2v/5 2v/5 V5

Beim Integral

dz
L= a0
2 Vaz? 4+ br +c¢ 7
geht man dhnlich vor. Quadratische Erweiterung und eine lineare Variablensub-

stitution fiihrt in Abhéngigkeit von den auftretenden Vorzeichen auf eines der
vier Integrale:

d
12:/—“:1nu+0,
u

du
I =/7=arsinhu+0,
2 V1+u?

du
I. :/7:arcoshu+0,
2 vu?—1

= arcsinu + C.

[ / du
2 V1—u?
Integrale von rationalen Funktionen

Jede rationale Funktion R(x) = Z@ kann unter Verwendung ihrer Partialbruch-
q(z

zerlegung integriert werden. Dabei geniigt es die Stammfunktionen der einzelnen
Summanden, die in der Partialbruchzerlegung auftreten, zu kennen. Dabei treten
zwel Typen von Integralen auf:

(1) /ﬁdm, jEN

und
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Bz +C
2 / JieN

) (22 + Bx + ) J

Die Integrale vom Typ (1) kénnen unmittelbar angegeben werden:

P —a), j>1

/@i%ﬁﬁmz -

In|z -« j=1

Die Integrale vom Typ (2) werden folgendermafien berechnet. Fiir B # 0 zerlegt
man das Integral in

Bx+C B 2x + dx
i = _ . E .
/(x2+5:r+v)ﬂdx 2/(x2+ﬁx+v)3dx+ /(x2+ﬁ:c+v)ﬂ’

mit der Konstante £ = C — BTﬁ. Im Fall B = 0 entfillt dieser Schritt.

Das Integral

20+ J
| @ e

kann nun mittels der Substitution
u =1+ Br+7
berechnet werden. Es folgt

@+ Br+), j>1

/ 2v+

dr =
2?2 + Bz + ) .
(@ + P +1) In 2% + Bz + 1], j=1

d
Es bleibt die Berechnung des Integrals I; := /(:v2 +5§+7)j’ j € NWN. Das

quadratische Polynom z2? + 8z + ~ hat keine reellen Nullstellen. Warum ? Daher
kann man I; mittels quadratischer Erweiterung und einer linearen Substitution
immer in die Form

1
[-:/%d, >0
I (1+u2)3u I =

bringen. Fiir I; gilt natiirlich

d
I, = / 1+uu2 = arctanu + C' .

Fiir I;, 7 > 1 kann man nun eine Rekursion herleiten. Aus

1 1+ u?—u? u
—d :/7_ du =1, —/ ——d
/(1+u2)a B T+u2)i T e ™
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folgt mittels partieller Integration die Rekursionsformel
3—2j U .
Ii=—-I 41— — >1.
N o GRUYE) VL

In gewissen Fillen kann die Integration komplizierterer Funktionen auf die Inte-
gration einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt werden. Die wichtigsten Regeln
dafiir werden im folgenden zusammengefafit.

Merkregelsammlung

R(z) sei eine rationale Funktion in z.

1. [ R(ac, ¥ ?gig)dx, Substitution ¢t = ‘C‘gig fiilhrt auf eine rationale Funktion

in t.

2. [ R(e*)dx, Substitution ¢ = e** fiihrt auf eine rationale Funktion in t.

3. [ R(sinz, cos x)dx, Substitution ¢ = tan 7 fiihrt auf eine rationale Funktion
in t.

z,v/1+ x?)dz, Substitution z = sinht fithrt auf (2).

JR(

5. [ R(z,v/2? — 1)dz, Substitution & = cosh ¢ fithrt auf (2).
[ R(z, /1 — z?)dx, Substitution = cost oder z = sint fiihrt auf (3).
JR(

z,vVax? + bxr + c¢)dz, Quadratische Erweiterung fiihrt auf (4), (5) oder
(6)-

eacc

8. [P(z)S sinax pdr, mit einem Polynom P()\); Partielle Integration mit
cos ax
u(z) = P(z) und v'(z) = e, v'(z) = sinax oder v'(z) = cos azx.

Beispiel: Im Detail geht man im Fall (3): [ R(sinz,cosx)dz folgendermafien

VOr.
x dz 2
t=tan—-, z =2arctant, — = ,
2 dt 1+1¢2
. . T X T o 2tan§ 2t
sinz = 251n§cos§ :Qtangcos 5= 1+tan3§ =1
0T . o X 0 T ,or. l—tan?Z 1 —¢2
cos T = cos” o —sin” 5 = cos 5(1 — tan 5) = 1+tan2§ =15
Damit 1&8t sich [ R(sin z, cos z)dz in [ R(:2%, ;—g)u%ﬁdt tiberfiihren. &
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9.9 Uneigentliche Integrale

b
Wir haben bisher das Integral / f(z)dz unter folgenden Voraussetzungen defi-

niert:
1. —co<a<b< oo,

2. |f(z)| <C, x €a,b].

Im folgenden beschiftigen wir uns mit Integralen, die diese Bedingungen nicht
erfiillen.

Unbeschrinktes Integrationsintervall

Definition 9.9.7: f : [a,00) — R heifit lokal integrierbar in [a,00), wenn

/f(t)dt existiert fir alle x € [a,00).

Auf dem Intervall (—oo, a] gilt eine analoge Definition.

Beispiel: f(z) = {757 ist lokal integrierbar [0, 00), denn

dt
I(z) = i arctan x — arctan 0 = arctan .
0

Der Grenziibergang x — oo liefert

I := lim I(z) = lim arctanz = T
T—00 T—00 2

und wir erhalten daher mit

77__70 dt
2 ) 142
0
o sinmvolle Defints 7’ dt o
eine sinnvolle ernition von .
; 1+ ¢2

Beispiel: Fiir die Funktion f(z) = 1%3: erhalten wir

z

dt
0
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dt
1+t

o
Da der Grenzwert lim J (x) nicht existiert, ist / nicht definiert. O
0

x
Definition 9.9.8: f sei lokal integrierbar auf [a,00). Ezistiert zlggo /f(t)dt, s0
a
heifit f dber [a,00) uneigentlich integrierbar. Den Grenzwert bezeichnet man mit
o0
/ f(t)dt und nennt ihn das uneigentliche Integral von f dber [a,00). Existiert
a

der Grenzwert nicht, so sagt man, das uneigentliche Integral divergiert. (Analoge
Definition fiir (—oo,b]).

. . . . i dt .
Beispiel: Bestimmung des uneigentlichen Integrals / o mit der unteren Inte-

a
grationsgrenze a > 0:

z l-aa_ 11—«
dt:{%, atl,

at_“ Inz —Ina, a=1
Fiir a > 1 erhalten wir .
, dt ol
lim [ — = :
z=o0 )t a—1
a
Fir o <1 divergiert das uneigentliche Integral. &

Todt
Bemerkung: Allgemein gilt: / W mit a > c existiert fiir & > 1, nicht aber
—c
a

fir a <1. o
Anwendung: Gravitationskraft. F'(z) = 7231,
i T ymM
( ) J (m) X ym J = _d

[e.e]
Beispiel: Konvergiert / costdt?
0

x o
Es gilt / costdt = sinz, aber wlggo sinx existiert nicht. Also existiert / costdt
0 0

nicht! &

Satz 9.9.14: f : [a,00) — R sei lokal integrierbar. f ist genau dann iber [a, c0)
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integrierbar, wenn zu jedem ¢ > 0 eine Zahl A = A(e) existiert, so daff

B
\/f(t)dt| <& fira,f> A

a

Beweis: Wir zeigen zuerst, dafl die Bedingung hinreichend ist: Es sei {z,} eine
bestimmt divergente Folge, d.h.: a < z, < x,41, Vllglo x,, = 0o. Wir betrachten die
Folge

¢y = 7f(t)dt.

Diese konvergiert genau dann, wenn zu jedem € > 0 ein Index N = N(¢) existiert,
so dafl
|en — em| < € fiir n,m > N.

Nun ist laut Voraussetzung

|Cn - Cm| =

7f(t)dt‘ <e,

Im

wenn N so gewihlt wird, dal zy > A(e). Der Grenzwert héngt nicht von der
Folge {z,} ab: Es seien {x}}, {z”} zwei bestimmt divergente Folgen und

/!
v

lim / f@yde=1,  lim / F(t)dt = I".

T

V—oQ —00
a

Dann gilt

=
" e
"1 _Vlggo/f(t)dt,
T,
und wir zeigen, da8 der Grenzwert null ist. Denn fiir v > N mit z'y, 2% > A(e)
gilt ja

|ff(t)dt| <e.

Nun zeigen wir, dafl die Bedingung notwendig ist: Wiirde die Bedingung nicht
gelten, dann gibe es eine reelle Zahl ¢ > 0 und eine bestimmt divergente Folge
{z,}, so daB}

Ty+1

‘ / f(t)dt‘ > go, also |cy41 — ¢ > &0, V1,
Ty



[9] Das Riemannsche Integral 135

und folglich divergiert {c,}. qed.

o0
Beispiel: Existiert / sin te~tdt?
0

B B
|/sin te_tdt‘ < /e_tdt =e“—e P <e@ falls > a.
o] «
Es sei € > 0 vorgegeben, Wihle A, so dafl e™4 = ¢, also A = —Ine, dann gilt
B
‘/sin te_tdt‘ <e ®<e M =c¢firo, 8> A
o

Also existiert das uneigentliche Integral. &
Fiir die Praxis besonders wichtig ist
Das Vergleichskriterium

Satz 9.9.15: Es seien f, g zwei auf [a,00) definierte, lokal integrierbare Funk-
tionen.

1. Ist |f(t)| < g(t), t € [a,00) und konvergiert /g(t)dt, dann konvergiert auch

o0

/f(t)dt, und

a

\ff(t)dt\ < 70|f(t)|dts 70g(t)dt.

2. Gilt 0 < g(t) < f(t), t € (a,00) und divergiert /g(t)dt, so divergiert auch

7f(t)dt.

Beweis:

1. Anwendung der obigen Satzes:

8 8 8 8
‘/f(t)dt‘ §/|f(t)|dt < /g(t)dt = ‘/g(t)dt| < e fiir o, B > Ale).
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Also existiert / f)dt

2. Fiir alle z > a gilt dann
[ 1wyt > [ g(t)at
Divergiert also / g(t)dt, so divergiert auch / ft)dt

Damit ist der Beweis erbracht.

Die wichtigste Klasse von Vergleichfunktionen:

int
Beispiel: Die Existenz von / %dt, a > 0 soll iiberpriift werden.
a

smt
a>1:[28 < L also existiert /

0 < a < 1: Mittels partieller Integratlon erhalten wir

! 12 7 1
/smtt—adt = =l +a/costtaﬁdt.

a a

ogint

Die beiden Anteile konvergieren fiir x — oo, daher existiert / —dt.

Beispiel: Existi t/idt?
1 pl XIS 1er t2+2t+5

FurtZSglltt+2+t§t+2+1, also

t 1 > 1 1 ¢ >
t2+2t+5 t+2+3  t+2+1 t+3

Da / —— divergiert, divergiert auch / md

qed.



[9] Das Riemannsche Integral 137

Integrationsintervall (—oo, 00)

Definition 9.9.9: Gibt es ein c € R, so daf$ die uneigentlichen Integrale

/C f(t)dt und 7of(t)dt

o
konvergieren, dann konvergiert auch / f(t)dt und man setzt
—00

70 F(t)dt = / F(t)dt + 70 F(t)dt

andernfalls divergiert / - f(t)dt.

Man kann auch schreiben:
o0

/ f(t)dt=yggnoo Hdt + lim / £t

T—>00
—00 Y

wobei wichtig ist, dal die Integrale unabhingig von einander konvergieren miis-
sen.

Beispiel: f(r) =

1+¢2

o0

X
¢
v it + lim [ ——at
/1+t2 =, lin oo/ +z5906 1+ 2

konvergiert nicht. Jedoch gilt

lim
2—00 14+ ¢2

Man nennt den Grenzwert (falls es existiert)

ZILI&(/Zf(t)dt) = HW 7of(t)dt

den Cauchy’schen Hauptwert des Integrals / f(t)dt. O
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Unbeschrinkter Integrand

1
Wir betrachten als Beispiel / g
0

1
1 1—gl~a
I(2)= [—dt={ 1= @71
x ta

—lnz, a=1

1
) L 1 dt . o
Fir a < 1 gilt mll)%lJrl(x) = d.h. O/t—a konvergiert. Fiir o = 1 gilt

lim I(z) = lim (—Inz) = oco. Fiir & > 1 ebenso.
z—0+ T—0+

b
Definition 9.9.10: f : (a,b] — R heifst lokal integrierbar in (a, b], wenn /f(t)dt

ezistiert fir alle x € (a, b].
Auf dem Intervall [a,b) gilt eine analoge Definition.

Definition 9.9.11: f sei lokal integrierbar iber (a, b] und unbeschrinkt in a. Eri-
b

stiert 1—i>m+ f(t)dt, so heifit f iiber (a,b] uneigentlich integrierbar. Den Grenz-
X

b
wert bezeichnet man mit / f(t)dt und nennt ihn das uneigentliche Integral von f

a

iiber (a,b].

Vergleichskriterium

Satz 9.9.16: FEs seien f, g lokal integrierbar iber (a,b].

b
1. Ist |f(t)] < g(t), t € (a,b] und konvergiert /g(t)dt, so konvergiert auch

b
/f(t)dt und es gilt

a

‘/bf(t)dt‘ < /b|f(t)|dt < /bg(t)dt_
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b
2. Gilt 0 < g(t) < f(t), t € (a,b] und divergiert /g(t)dt, so divergiert auch

/b f(t)dt.

Beweis: Analog zum Vergleichskriterium fiir Integrale auf unbeschrinkten In-
tervallen. qed.

Unendlichkeitsstelle im Intervallinneren
Definition 9.9.12: f : [a,b]\ {c} — R sei lokal integrierbar diber |a, c) und (c, b|

c b
und unbeschrdnkt im Punkt c. Konvergieren / f(t)dt und / f(t)dt, so konvergiert

b
/f(t)dt, und man setzt

a

b c b
/f(t)dt ::/f(t)dt—i-/f(t)dt.
Oft schreibt man

Tr—Cc—
a

b z b
/ f@)dt = lim [ f(t)dt + lim / f(t)de.
@ y

Wichtig ist, daf die beiden Grenzwerte unabhdngig von einander existieren. Be-
achtet man dies nicht, indem man den Cauchyschen Hauptwert

HW/bf(t)dt = li_r}rg(c/sf(t)dtnt /b f(t)dt)

cte
b
bildet, so kann man Konvergenz erhalten, auch wenn / f(t)dt divergiert.

a

1

dt

Beispiel: / =
29

—€ 1
1
/?—i—/%:1n5—1n2+ln1—ln5=1n1—1n2=ln§.
)

£



9] Das Riemannsche Integral 140
[9] g

1

1 dt

5, aber / " divergiert.
¢

Man nennt Integrale mit einem unbeschrinkten Integranden wuneigentliche In-

tegrale 1. Art und Integrale auf einem unbeschrinkten Intervall uneigentliche

Integrale 2. Art.

dt
Also ist der Cauchy’sche Hauptwert ln , HW /

Kombination von unbeschrinktem Integranden und unbeschrinktem
Intervall

cost
Beispiel: Konvergiert / —dt?

Wihle ¢ > 0 und betrachte getrennt / Ci)/sz_f und / cost dt, wobei das erste Inte-

gral sicher existiert. Die Existenz des zweiten kann mlt Hllfe partieller Integration
gezeigt werden:
1 {sin t

+2\/_

cos t sm t\x

\f N

konvergiert fiir x — oo. Also existiert / —dt &



Kapitel 10

Reihen mit konstanten Gliedern

10.1 Einfiihrung

Wir gehen von einer beliebigen Folge {a,} aus und konstruieren mittels dieser
eine neue Folge {s,}:

S1 = Qaq,
So = ay+ ag,
S3 = a1 + ao + as,

n
Sn = G +ay+-cctan =) a.
k=1

o

Man bezeichnet s, als die n - te Partialsumme der Reihe Zan. Falls die Folge
n=1

der Partialsummen konvergiert, so heif}t

s = lim s,
n—,oo

die Summe der Reihe. Uber die Definition der Partialsummen gelingt es also, eine
,oummation®“ von unendlich vielen Summanden sinnvoll zu erkldren. Eine nicht
konvergente Reihe heifit divergent.

o0

Beispiel: Die geometrische Reihe: qu =14+qg+---+q¢"+...
k=0
Fiir ¢ # 1 gilt bekanntlich
1— n+1
Sn:1+q+...+q":7q
l—¢q

141
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Fiir |g| < 1 gilt nlggloq = 0, und damit nlgglosn =1 7

> 1
> ¢ = fiir |¢| < 1.
k=0 1-¢

Fiir |¢| > 1 ist die geometrische Reihe divergent, fiir ¢ > 1 bestimmt divergent

(oder uneigentlich konvergent gegen 0o), denn

qn+1 -1 )
sn:qT, nh_)nolosn:oo, qg>1.
o0
Man schreibt Y ¢* = oo fiir ¢ > 1. o
k=0
. . . . 21 1 1
Beispiel: Die harmonische Reihe: Z— =1l+-4+-4+-+--4+—4---
ik 2 3 4 n

n
1
Sp = Z— wéchst streng monoton, da

k=1
1

Sptl — Sp = > 0.
+1 ntl

1
Es gilt Z— = 0.
Pt
Beweis: Zum Beweis konstruieren wir eine divergente Teilfolge: {s, : n = 2™}.

1
Firm=1 gilt 82=1+§,

2 1+1+1+1>2 1+2
m = S4 = — — — — _
4 23747 2
~——
=3 —1+1+1+1+1+1+1+1>1+3
m= BT Ty Ty T T g Ty
\ o g 3
Also
1+1+ +1+ + + +1
Som — — — — .« e — P -
2 273 "4 om-1 41 om
—— ~ -~ v
> 1+1+ L +o 4 L
= 2 2 9
m
= 1 —
T3

Dabher ist die Folge {som} nicht beschrinkt und das Resultat folgt.



[10] Reihen mit konstanten Gliedern 143

¢
. . =1 1 1 1
Beispiel: §ﬁ=1+1+§+---+ﬁ+---.
{sn} ist monoton wachsend. Wir zeigen, dafl {s,} nach oben beschrinkt ist:
Beweis:
R !
s _ Bl R R R
i 22 33 nn  (n+1)(n+1)
1 1
< 14— g .
= a1 Tae T +n(n—1)+(n+1)n
Nun ist m =% — 7 also
"1 1
<1 . .
Sntl = +,§1(k Pl
TR O B US SE SE S
B 2 2 3 3 n n n+l
1
= 2-— <2, Vnel.
n+1
qed.
>© 1 71'2
Es gilt (ohne Beweis): Y — = —. %
=k 6
> 1
Beispiel: ,a#0,—-1,-2,---
Piek: ) D 7
Mittels Partialbruchzerlegung erhalten wir
1 1
a = — .
& a+k—-1 oa+k
1 1 1 1 1 1 1
Sp = —_ — — _|_..._|_ — —__ ,
a a+l «a+2 a+n—1 a+n o a+n
> 1 1
also = —.
kz::l(a-l-k—l)(a—i-k) a ¢

Beispiel: Die Teleskopreihe: Zak mit ay = by, — bgy1-
k=1
Dann ist s, = b; — b, 1 und die Reihe konvergiert, falls {b,} fiir n — oo konver-

giert. ¢
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10.2 Das Rechnen mit Reihen

Rechenregeln fiir konvergente Reihen

o o
Satz 10.2.1: Seien Zak = s, Zbk =t konvergent. Dann gilt
k=1 k=1

WK

(ak-l—bk):s—i—t,

B
Il
—_

M8

(U,k—bk):S—t,

B
Il
—

NE

cap, =cs, c €.

B
Il
—_

Satz 10.2.2: Zak = Zak + Z ag, n € IN. D.h.: Man darf endlich viele
k=1 k=1 k=r+1
Glieder einer Reihe weglassen, den Rest aufsummieren und dann die endlich vie-

len Glieder wieder hinzuaddieren.

Beweis: Es seien s,, die Teilsummen von Zak, und %, die Teilsummen von
k=1

o0
Z ag, n>r+1.
k=r+1
T
Wegen s, = Zak + t, konvergiert {t,} genau dann, wenn {s,} konvergiert und
k=1

,
lim s, = a lim ¢,.

qed.

Satz 10.2.3: Faf$st man durch Setzen von Klammern jeweils gewisse endlich viele
Glieder einer konvergenten Rethe zusammen und betrachtet die neue Reihe, deren
Glieder die Summen aus den einzelnen Klammern sind, so konvergiert die neue
Reihe und hat dieselbe Summe.

Beweis: Die Partialsummenfolge der neuen Reihe ist eine Teilfolge der Partial-
summenfolge der alten Reihe: Mit n = k,,, gilt

a1+...+akl + ak1+1+...+ak2 + + akm_1+1+.-.+akm — Sna

~~ ~~
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Daraus folgt r%l_rgo tm = Jl)rglo Sn- qed.

Bemerkung: Entsteht durch Klammernsetzen eine konvergente Reihe, so heifit

das nicht, daf} die Ausgangsreihe konvergent ist. [
o0

Beispiel: Z(—l)’C =1—-14+1—1+1—---ist divergent, da so, = 1, S9,11 = 0.
k=0

Jedoch ist (1 —1)+ (1 —=1)+--- =0+ 0+ --- konvergent. &

Das Konvergenzkriterium von Cauchy fiir Reihen

[e 9]
Satz 10.2.4: Die Reihe Zak 15t genau dann konvergent, wenn es zu jedem & > ()

k=1
ein N(g) gibt, so daf fir alle m,n > N(e) gilt
|sn — sm| < &,

also i1 + -+ an| < €.

Beweis: Das Resultat folgt direkt aus dem Konvergenzkriterium von Cauchy,
angewendet auf die Folge der Partialsummen. qed.

Beispiel: Die Divergenz der harmonischen Reihe.

% 1 1 N 1 . 1
S — S — — = e _—
amom pomar k. om+1 m+2 2m
S N 1 P 11
~ 2m  2m 2m, 2
m—mal

Das Kriterium ist also nicht erfiillt: Fiir e < 3 AN, so daB |s, — s;| < € fiir

n,m > N. &

Aus dem Cauchy’schen Konvergenzkriterium folgt

Satz 10.2.5: Ist die Reihe Zak konvergent, so gilt
k=1

lim a, = 0.
n—0oQ

Beweis: Zu ¢ > 03N, so dafl Vm,n > N gilt |s,, — s,| < €, also fiir m =n + 1,
lant1| < €. qed.

Bemerkung: Man sagt: Die Glieder einer konvergenten Reihe bilden eine Null-
folge. Achtung: Diese Behauptung ist notwendig, aber nicht hinreichend. [
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Das Konvergenzkriterium von Leibniz fiir alternierende Reihen

o
Definition 10.2.1: Eine Reihe der Bauart Y (—1)*ay, mit a > 0 fir k =
k=0
0,1,2,--- heift alternierende Reihe.
Satz 10.2.6: Fulls die Folge {ay} monoton gegen Null strebt, so ist die alternie-
o0

rende Reihe Y (—1)*a), konvergent.

k=0
Bemerkung: Die Voraussetzung der Monotonie ist wichtig ! [
Beweis:
‘ié
- = ~
— ~
= k ‘
Z(—l) ap = (a() — CL1) +(CL2 — CL3) +(CL4 — CL5) —+ .
k=0
= k
S (—Dfay = ag —(a1 —az) —(as — as) —(a5 — ag) — -
k=0 vl
N ;; 7
N ;; >
56
Also gilt

51 <83 <85 < -0 < Sy,
89 > 89 >S4 > - > Sop.

Aus s9, 1+ a9, = s9, folgt wegen ay, > 0, dafl s5, 1 < S9, und wegen s; < So, 1,
Son < Sp 1St
81 < Sop_1 < Sz < Sp.

Beide Teilsummen konvergieren also. Wegen

lim (89, — S9,—1) = lim a9, =0
n—)oo( 2n 2n 1) N300 2n

gilt
Al Son = UG Sont = 5.
Die Konvergenz der alterniernden Reihe ist also somit bewiesen. ged.
> 1 1 1 1
Beispiel: Die Reihe Z(—I)HIE =1- g + 371 + - - - ist konvergent mit der
k=1

Summe In 2, was spiter gezeigt wird. &
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Satz 10.2.7: Der Reihenrest R, = s — s,, einer alterniernden Reihe erfillt

|Rn| < Gpy1, signR, = (—1)".

Beweis: Sei n ungerade. s =ag—a;+---— Gy + Gpy1 — Qpio + Apyz — - -+, also
Ry = any1— (Gng2 — Gny3) — -+ = Gny1 — Gnyo + (Angs — Gnya) + -+,
und da {a,} monoton fallend ist, gilt
Apy1 — Gp42 < Rn < Qp41-

qed.

Absolut konvergente Reihen

o0
Definition 10.2.2: Fine Reihe Zak heifit absolut konvergent, wenn die Reihe
k=1

> |ak| konvergent ist.
k=1
Satz 10.2.8: Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis: Aus der Dreiecksungleichung folgt

|Gns1 + -+ G| < langt| + - + |am)-

Ist also das Cauchy’sche Konvergenzkriterium fiir die Reihe ) _|ay| erfiillt, so ist
k=1
es auch fiir die Reihe ) a; giiltig. qed.

k=1

10.3 Das Vergleichsprinzip
Reihenvergleich

Gegeben seien die Reihen Z a, Zbk mit positiven Gliedern, also a, b > 0.

k=1 k=1
Falls N; € N existiert, so daf} fiir alle £ > N; gilt

ek | < ay,
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dann heiit > ay Majorante der Reihe Y cj. Existiert N, € N, so daB fiir all
k=1 k=1
k> N, gilt

be < |ckl,

dann heif}t Zbk Minorante der Reihe ch.

k=1 k=1

o0

Satz 10.3.9: Die Reihe ch ist absolut konvergent, falls eine konvergente Ma-
k=1

jorante existiert. Sie konvergiert jedoch nicht absolut, falls eine divergente Mino-

rante existiert.

Der Beweis folgt sofort aus dem Cauchy’chen Konvergenzkriterium.

Beispiel: ch = Z o’ a > 2. Wegen k% < k% ist Zak = Zﬁ eine kon-
k=1 k=1 k=1 k=1
o
1
vergente Majorante, also Zﬁ konvergiert absolut. Fiir 0 < o < 1 erhalten wir
k=1

o0 o0
1
wegen % < k% die divergente Minorante Z - Zk—a divergiert also fiir 0 < a < 1.
k=11 k=1
¢

Das Quotientenkriterium

Satz 10.3.10: Gilt fur die Rethe Zak ab einem gewissen Index N, also fiir alle
k=1
k>N

1. |%| < q <1, so st die Rethe absolut konvergent.
2. | > 1, so ist die Reihe divergent.

3. |afl4k1| <1, jedoch nicht (1), so ist keine Aussage mdaglich.
Beweis:

1. Laut Voraussetzung gilt |a2’$| <gq, |ZJN"ﬁ| < q,\ﬂiﬁl\ <gq,...,und wir

erhalten die Ungleichung |ay x| < qlanix—1| < layiro| < -+ < ¢¥lay].

o
Setzen wir by, = anik, s0 ist |bx| < ¢F|bo|. Da ¢ < 1, ist Y _ ¢*|bo| eine
k=0

o (e e]
konvergente Majorante fiir Z by = ZaN+k.
k=0 k=0
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2. Aus \a—’;:—l\ > 1 folgt |ags1| > |ak|- {ax} ist daher keine Nullfolge und wir
haben es mit einer divergenten Reihe zu tun.

> 1
3. Fiir die Reihe kz_:lk—a, a > 0 gilt \“24101\ = (kLH)a < 1, k € N. und
koyoy _ . . I .
sup{(—) } = 1. Also ist (1) nicht erfiillt. Wir wissen aber bereits,
welN b+ 1

daf die Reihe fiir o < 1 divergiert und fiir o > 2 konvergiert.

qed.

Die Grenzwertform des Quotientenkriteriums

Satz 10.3.11: Emistiert

ak+1‘

lim ‘
Qg

7
k—00

s0 gilt:
1. Firr <1 st die Reihe absolut konvergent,

2. fir r > 1 st sie divergent,

3. fir r =1 ist keine Aussage mdoglich.

Zum Beweis fiihrt man diese Aussage auf das Quotientenkriterium in der 1. Form
zuriick.

o0 o0

Beispiel: Z ar=1+2r+32°4--- = kak_l, z € R. Wir untersuchen die
k=0 k=1

Konvergenz mittels der Grenzwertform:

k :L-kfl

= 11m
k—00

lm [ %52 = g [EHEL 20 gy B Ly

k—o0 ag k—o0

Es folgt absolute Konvergenz fiir || < 1 und Divergenz fiir |z| > 1. Wie man
auerdem leicht sieht, liegt fiir |z| = 1 Divergenz vor. &

Beispiel: Fiir welche x konvergiert die Reihe

[3 + (—1)’“’1]321c ?

N | =

o o0
Sap=1+20+22+228 +2* + 225+ ... =)
k=0 k=0
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Die Anwendung des Quotientenkriteriums in der 1.Fassung liefert

‘akﬂ _ 2|z|, k gerade,
a 5],k ungerade

Wegen % < 2|z| Vz gilt Vk € IN

Ak+1
‘ * ‘SZM =q.
Qg
Es folgt Konvergenz fiir [z| < 1. O
Bemerkung: Fiir |z| > ; liegt jedoch nicht der Fall (2) vor. Tatséichlich gilt:
Die Reihe konvergiert absolut fiir |z| < 1 und sie ist divergent fiir |z| > 1. [ ]
Wurzelkriterium

Satz 10.3.12: Gilt fiir eine Rethe Zak ab einem gewissen Index, also fiirk > N
k=1

1. {lax| < q <1, so ist die Reihe absolut konvergent. Gilt fir k > N

2. {/lag| > 1, so ist die Reihe divergent. Gilt

3. |ax| <1, jedoch nicht (1), so ist keine Aussage mdglich.
Beweis:

1. Aus {/|ag| < g folgt |ax| < ¢*, also ist die geometrische Reihe eine konver-
gente Majorante.

2. Aus {/|ax| > 1 folgt |ax| > 1. Daher divergiert die Reihe.

3. Dazu kann man dieselbe Reihe wie beim Quotientenkriterium verwenden.

qed.
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Die Grenzwertform des Wurzelkriteriums

Satz 10.3.13: Euistiert
. k _
g, Ve =7
so gilt :
1. Fiir r <1 st die Rethe absolut konvergent,

2. fir r > 1 st sie divergent,

3. fir r =1 ist keine Aussage mdoglich.

Der Beweis erfolgt durch Zuriickfithrung auf die 1.Form des Wurzelkriteriums.
> 1 1
. . . _ . k — l . Z = . . .
Beispiel: kZ::l o Es gilt /|ax| =  und kll)nolo p 0. Also ist die Reihe aufgrund
der Grenzwertform des Wurzelkriteriums absolut konvergent. &
Beispiel: Wir betrachten nochmals die Reihe
Zak:1+2fv+x2+23§3+--- z € R.
k=0
Aus dem Wurzelkriterium ergibt sich fiir & ungerade : {/2|z|* = ¥/2|z|, fiir k

gerade: {/|z|¥ = |z|. Daher folgt lim {/|ax| = |z|. Die Reihe konvergiert somit
k—o0
absolut fiir |z| < 1. O

10.4 Bedingte und unbedingte Konvergenz von
Reihen

Definition 10.4.3: FEine konvergente Reihe heifft unbedingt konvergent, wenn
durch eine beliebige Umordnung sowohl ihre Konvergenz als auch die Summe
erhalten bleiben. Andernfalls heifit die Reihe bedingt konvergent,.

Beispiel: Zu untersuchen ist die Konvergenz der alterniernden harmonischen

Reihe: o 1+1 1+1 1+1
n — - — _ — = _ —_ = —_— — e ..
2 3 4 5 6 7

Mutliplikation mit % liefert

112 0+1+0 1+0+1+0
—In — — — — — —_ ..
2 2 4 6
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Addieren wir die beiden Reihen, so erhalten wir

3 1 1 1 1
CM2=1dz—cdogmnnn,
g ! t3Tot5 TR

Diese Reihe ist aber nur eine Umordnung der urspriinglichen Reihe fiir In2. Es
folgt immer auf 2 positive Glieder ein negatives. Die Reihe ist also nur bedingt
konvergent. %

Satz 10.4.14: Fine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergent ist.

Beweis:
o
1. Wir nehmen an, die Reihe Zak sei absolut konvergent und wollen zeigen,
k=1

[ee]
dal dann auch jede Umformung Zbk konvergiert und zwar mit derselben

Summe. D.h., daf} die Differenzerff?ﬁge, die aus den Partialsummen s, und
t, der Reihen i ar und ibk gebildet wird, eine Nullfolge sein muf}. Zum
Beweis: Man végz'i:ﬁle eine bgl:itlebige Zahl ny. Dann gibt es eine natiirliche Zahl
n1 = n1(ng), so daf fiir n > ny in s, —t, nur Glieder von iak vorkommen,

k=1
deren Index grofler oder gleich ny ist. Sei my der gréfte Index, der in der
Partialsumme ¢, vorkommenden Glieder. Dann kann die Differenz s,, — ¢,
folgend abgeschitzt werden

0
|50 = tu| < D laxl.
k=no
Aufgrund des Cauchy’schen Konvergenzkriteriums wird diese Summe klei-
ner als jede beliebige Zahl € > 0, falls ny > N(e) hinreichend grof§ ist.
Damit gilt
lsp — ta] <&, n>n,

also ist {s, — t,} Nullfolge. Damit haben wir bewiesen, daf} eine absolut
konvergente Reihe unbedingt konvergent ist.

2. Nun soll auch gezeigt werden, dafl eine nicht absolut konvergente nur be-
dingt konvergieren kann. Vorbemerkungen: Da eine Reihe genau dann ab-
solut konvergiert, wenn die Reihe der Betrdge ihrer Glieder konvergiert,
kann nur eine Reihe mit unendlich vielen positiven und negativen Glie-
dern konvergent, aber nicht absolut konvergent sein. Reihen mit endlich
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vielen negativen oder endlich vielen positiven Gliedern sind entweder abso-

lut konvergent (wenn ihre Partialsummen beschrinkt sind), oder divergent.
o0

Wir betrachten nun die Reihe Zak mit den positiven Gliedern pq, po, - - -

k=1
und den negativen Gliedern —q;, —go, - - . Unter der Voraussetzung, dafi sie

konvergent, aber nicht absolut konvergent ist, miissen wir annehmen, daf
unendlich viele positive und negative Glieder vorkommen und die Reihen

> bk, >_ax divergieren. Zum Beweis: Nun 148t sich eine Teilfolge {n;} der

k=1 k=1
[e.e]

natiirlichen Zahlen so wéhlen, daf} die Reihe Zak umgeordnet werden kann
k=1

zu

Dbo= pit APy~ G Pt Py — G2
k=1
FDnpr1+ 0+ Dbt — Q1 00,

mit der Eigenschaft, dafl

m

Um:Z(pnk+1+--'+Pnk+1_Qk+1)>ma m:1,27..._
k=1

Also divergiert die Umordnung Zbk. Die Reihe Zak ist daher nur bedingt

k=1 k=1
konvergent.
qed.
Beispiel: Jetzt konnen wir die bedingte Konvergenz von
1 1 1 1
In2=1—--4+-——4-—---
. 2737175
dadurch erklédren, daff die Summen
i —1+1+1+ i —1+1+1+
k:lpk_ 375 ) k:lqk_ 5" 1 76
bestimmt divergieren. &

Umordnung mit Grenzwert A

Gegeben sei die bedingt konvergente Reihe Zak und A € R beliebig. Dann gibt
k=1
es eine Umordnung der Reihe, die gegen A konvergiert:
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1. Man nehme gerade soviele positive Glieder, dafl ihre Summe > A ist,
2. gebe gerade soviele negative Glieder dazu, dafl die Gesamtsumme < A ist,

3. addiere wieder gerade soviele positive Glieder, dal die Gesamtsumme > A
ist, u.s.w.

Da klim pr = 0 und klim gr = 0 werden die Anniherungen anA immer genauer,
—00 —00

und wir erhalten Konvergenz gegen A.

10.5 Die Multiplikation von Reihen

Satz 10.5.15: Die Reihen Zak =a und Zbk = b seien absolut konvergent.

k=0 k=0
Wir bilden die Reihe mit dem allgemeinen Glied

Cr = aobk + albk_l + -+ akbo.

o
Dann konvergiert die Reihe ch absolut, mit der Summe c = ab.
k=0

Erkldrung des Multiplikationsschemas

Multiplikation von (ag+a;+as+az+- - -+a,~+- - ) mit (bg+by +bo+bs+- - -+b,+- - )
ergibt

aobo + a0b1 + aobg + aobg + -+
Ve e e
+ aby + aby + @by + abs + - +
" v
+ a2b0 + a2b1 + a2b2 + G,ng + -+
e
+

+ agbo a3b1 + +

Die Reihe ensteht dadurch, dafl man die Glieder a;b; langs der Diagonalen wie
angezeigt zusammenfaft:

co = agpby,

¢ = aiby + apby,
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Co = G,Qb() + a1b1 + aobg,

C3 = agb() + a2b1 + albg + aobg

Cp, = a,kb() + ak_lbl + -+ (Z()bk.
Die so erhaltene Reihe heifit Cauchy’sche Produktreihe.

Beweis:

1. Die Cauchy’sche Produktreihe hat die Form

ch—zzak 1.

k=0 1=0
Es gilt
Z‘Zak lbl‘ < ZZMk ib] < Z\%\Z\bﬂ < Z\ak|2‘bl
k=0 1=0 k=0 1=0 k=0 k=0

Damit haben wir gezeigt, dafl aus der absoluten Konvergenz der beiden
Reihen }” a; und 3" by die absolute Konvergenz von Y ¢, folgt.

2. Die Partialsummen der Reihen > a; und > b, seien s, und t¢,. Ihre Pro-
duktfolge {s,t,} konvergiert gegen ab. Wir ordnen nun die Cauchy’sche
Produktreihe so um, daf§ {s,t,} Teilfolge der Partialsummenfolge der um-
geordneten Reihe wird, die dann ebenfalls die Summe ab hat. Wegen der
absoluten Konvergenz hat somit auch die Cauchy’sche Produktreihe die

Summe ab.
qed.
Beispiel: Wir betrachten die Reihe (vgl. Abschnitt 12.4)
o) " 2 3

:Z—_1+x+§+§+

Da
ZE"+1
‘(nﬂ = lim ﬂ:0 Ve R
n—)oo o n—oon 4+ 1

konvergiert diese Reihe aufgrund des Quotientenkriteriums Vz € R absolut. Wir
bilden nun die Produktreihe

s(z)s(y) = Z

nlc

S it e

n=0 k=0
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Anwendung des binomische Lehrsatzes liefert

s(2)s(y) = f: L~ sa )

Mittels dieser Produktbildung haben wir also das Multiplikationstheorem bestétigt.
¢

10.6 Reihen mit komplexen Gliedern

Eine Reihe mit komplexen Gliedern hat die folgende Gestalt:

00 00
D 2 =) (wk +iy).
k=1 k=0

So eine Reihe heif3t konvergent, wenn der Grenzwert ihrer Partialsummenfolge
n n n
dim, 2z = Jim 2 @i i lim D o

existiert. Andernfalls heifit sie divergent. Eine komplexe Reihe konvergiert also
[e.e]

genau dann, wenn die Reihe der Realteile Z zr und die Reihe der Imaginérteile
k=1

Zyk konvergieren. Fiir Reihen mit komplexen Gliedern gelten dieselben Ge-
k=1
setzméfigkeiten wie fiir Reihen mit reellen Gliedern. Hinsichtlich der Konvergenz

o0 o o0

gilt: Y _|2| konvergiert genau dann, wenn »_|z;| und > |yx| konvergieren. Die
k=1 k=1 k=1

absolute Konvergenz einer komplexen Reihe ist also gleichbedeutend mit der ab-

soluten Konvergenz der Reihe der Realteile und der Reihe der Imaginirteile.



Kapitel 11

Funktionenfolgen und
Funktionenreihen

11.1 Konvergenzkonzepte

Gegeben seien Funktionen f,, : J C R — IR. Dann nennt man die Folge {f,}32,
eine Funktionenfolge.

Definition 11.1.1:

1. Emistiert nh_)rgofn (&) fir& € J, so heifit { f} an der Stelle € konvergent. Kon-
vergiert {fn} an x fir alle x € I C J, so heifit {f,} punktweise konvergent
in I und es existiert eine Grenzfunktion f : I — IR mit

f(a) = Jim fulw), wel
2. Die Funktionenfolge {f,} heifit gleichméfiig konvergent auf I gegen die
Funktion f, wenn

lim sup |, (z) - f(z)| = 0.

Offensichtlich folgt aus gleichmafiger die punktweise Konvergenz.
Beispiel: Sei f,(z) =2 J =R — R. Es gilt

lim z" =
n—ro0

{0, -1<z<l1
1, z=1 )

157
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Fiir x < —1 und fiir z > 1 divergiert {z"}. Folglich konvergiert {f,} punktweise
in I = (—1,1] gegen die Grenzfunktion

0, —-l<z<l1
1, z=1

fa) = {

Wegen

sup |fa(z) — f(z)| = sup [z["=1,
—1<z<1 —l<z<1

ist { fn} auf (—1, 1] nicht gleichméfBig konvergent. Das Problem liegt offensichtlich
in der Nihe der Punkte x = —1 und z = 1. Man beachte allerdings, daf {f,}
auch auf dem offenen Intervall (—1,1) nicht gleichméBig konvergiert, sehr wohl
aber auf Intervallen der Form [a,b] mit —1 < a < b < 1. O

Y

1 T T T T T T T
; %%i
08 /8

KR L L L L L L L L
-1 08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Abbildung 11.1: Funktionenfolge: 2%, 23, z*

Wir nennen
oo
> In(®)
n=1

eine Funktionenrethe, und

sn(z) = Zlfn(x)

ihre N-te Partialsumme. Die Konvergenz einer Funktionenreihe wird mittels der
Konvergenz ihrer Partialsummen erkldrt. Konvergiert eine Funktionenreihe punkt-
weise in [, so ist ihre Summe f : I — R definiert durch

f(z) :== lim sy(x) = 2fn(x)

N—oo
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Man nennt dann Z fn(x) eine Reihenentwicklung von f auf dem Intervall I. Die
n=1

Reihe konvergiert absolut, wenn Z| fn(z)| konvergiert.
n=1

Sei die Funktion f : I — IR ein Kandidat fiir die Summe der Reihe »_ f,(z) in
n=1

I. Dann ist der Reihenrest definiert durch

Ryii(z Z fn(x) = — sn(z)

Die Reihenreste bilden die Funktionenfolge {Ry}. Punktweise (gleichmifige)
Konvergenz der Reihe gegen f ist gleichbedeutend mit punktweiser (gleichmafi-
ger) Konvergenz der Reihenreste gegen null.

Beispiel: Sei wieder f,(z) = 2", z € R, n =0,1,2,---. Dann erhalten wir die
o

geometrische Reihe, Y z". Fiir |z| < 1 konvergiert die Reihe bekanntlich, fiir
n=0
|z| > 1 divergiert sie. Auf (—1, +1) existiert also eine Grenzfunktion f(z) = —.

11—z

Auf diesem Intervall hat daher f(z) die Reihenentwicklung » z". Bekanntlich
n=0
konvergiert die Reihe auf (—1, 1) absolut.

GleichméBige Konvergenz: Fiir —1 < x < 1 ist der Reihenrest gegeben durch
=Y a"=2"Y 2" =
n=N n=0
Wir wihlen I = [—d, +d] mit 0 < d < 1: Dann gilt

dn
S R, = .
—d;lalcjgd| ()] T

N

_xl

Daraus folgt gleichmiifiige Konvergenz auf [—d, d]. Die Reihe konvergiert jedoch
nicht gleichmiflig auf (—1,1). Man beachte, da Vn € IN gilt: R,(0) = 0 und
]il’{l R,(z) = occ. ¢
z—1—

Eine in manchen Fillen einfache Methode, gleichméflige Konvergenz von Funk-
tionenreihen festzustellen, liefert der folgende Satz.

Satz 11.1.1: Es gelte |fn( )| < ay, fir allen € IN und alle z € I, wobei die Reihe

mit konstanten Gliedern Z a,, konvergiert. Dann konvergiert die Funktionenreihe
n=1

Z fn absolut und gleichmdfiig in 1.

n=1
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05 kK
B

-0.5 ’/) L L L L
1 08 06 04 02 0 02 04 0.6 08 1

Abbildung 11.2: Reihenrest der geometrischen Reihe

Beweis: Fiir z € I gilt

[Ry(z)] = | fal@)| < D |fal@)] < Y an,
n=N n=N n=N
und daher -
sup |Ry(z)| < Z Qy, -
z€l n=N

o0
Die rechte Seite ist der Reihenrest fiir die laut Annahme konvergente Reihe Z an,

n=1
und konvergiert daher fiir N — oo gegen null. Damit ist die gleichméfige Konver-

genz bewiesen. Absolute Konvergenz folgt ebenso aus der obigen Abschitzung.
qed.

Beispiel: Fiir die geometrische Reihe gilt offensichtlich
2" < d" = ay, fir —d<z<d.

Mit Hilfe des Satzes folgt daher die gleichméfiige Konvergenz auf [—d, d] fiir 0 <
d<1. &

11.2 Gleichmiflig konvergente Funktionenreihen

Es folgen drei wichtige Aussagen iiber Funktionenreihen, in denen die besondere
Bedeutung des Begriffes der gleichmdfigen Konvergenz zum Ausdruck kommt.
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1) Stetigkeit der Summenfunktion:
Satz 11 2.2: Sind die Funktionen f,(x), n=1,2,---, stetig auf [a,b] und ist die

Reihe Z fu(2) gleichmdfig konvergent auf [a,b], so ist auch die Summenfunktion

Z fu(z) stetig auf [a,b]. Fiir einen Beweis dieses Resultates verweisen

wir auf d1e Vorlesung ,,Héhere Analysis.

2) Die Integration unendlicher Reihen

Satz 11.2.3: Unter den Voraussetzungen des obigen Satzes ist fir jedes x € |a, b|

/an ds—z/ fuls

d.h. man darf eine gleichmdfig konvergente Funktionenreihe gliedweise integrie-
ren und erhdlt dadurch eine Rethe, die gleichmdfig gegen das Integral der Sum-
menfunktion konvergiert.

Bewelis:

ds—Z/ Fuls)ds| <

= / |RN+1(s>\ds <(b-a) sup |Rya(a)].

- Zlfn(s) ds

qed.

3) Die Differentiation unendlicher Reihen

Der Satz, daf die Ableitung einer (endlichen) Summe gleich der Summe der Ablei-
tungen ist, 148t sich nicht einmal auf gleichmifig konvergente Reihen iibertragen.
Es gilt nur

Satz 11.2.4: Die Funktionen f,(z), n =1,2,--- seien alle auf [a, b] differenzier-
o0

bar, und die abgeleitete Reihe Z 1), sei gleichmdpig konvergent auf [a, b]. Ist dann

n=1
o
die Reihe Z fn wenigstens an einem Punkt xo € [a,b] konvergent, so konvergiert
n=1

sie sogar gleichmdfSig auf [a,b] gegen eine differenzierbare Funktion, und es gilt

(an) = fs
n=1 n=1
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also sind unter der Voraussetzung der gleichmdfigen Konvergenz der durch glied-
weise Differentiation entstehenden Reihe Differentiations- und Summenzeichen
vertauschbar.

Beweis: Wir kénnen auf die gliedweise differenzierte Reihe den vorherigen Satz
anwenden und erhalten

/w = i wf i — fal20))

0 p= 1 n=1"%0 n=1

- f;fn(m—i_'fl fulo)

wobei wir in der letzten Gleichung die Konvergenz der Funktionenreihe an z
verwendet haben. Ableitung der obigen Gleichung vollendet den Beweis.  qed.



Kapitel 12

Potenzreihen

12.1 Einfiihrung

Sei {a,}22, eine reelle Zahlenfolge. Dann nennt man

p(r — x) = Z an(x — 20)"

n=0

eine reelle Potenzreihe mit der Anschlufstelle zo. Ubergang in das Komplexe: Sei
{an}2, eine komplexe Zahlenfolge. Dann heifit

p(z — 2) = z an(z — 20)", 29,2€C

n=0

komplexe Potenzreihe mit der Anschlufistelle zo. Konvergiert p(z — zo) fiir z €
G C C, dann ist durch p(z — z) eine komplexwertige Funktion der komplexen
Veranderlichen z definiert.

Satz 12.1.1: Fir eine komplexe Potenzreihe der Gestalt

o0
p(z) = a,2"
n=0
gilt eine der folgenden Aussagen:

1. Die Reihe konvergiert nur fir z = 0.

2. Die Reihe konvergiert absolut fiir alle z.

163
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3. Es gibt eine Zahl R > 0, so daf die Reihe absolut konvergiert fir |z| < R
und divergiert fir |z| > R.

Die Konvergenz ist gleichmdfig fir |z| < p mit p beliebig im Fall (2) und p < R
im Fall (3).

Beweis: Sei R =sup{|z|: ) a,2" konvergiert } (R = oo erlaubt). Dann di-

n=0
vergiert die Potenzreihe natiirlich fiir |z| > R. Fiir |z| < R existiert ein Z mit
|z| < |z] < R, sodaf} die Potenzreihe an Z konvergiert. Es folgt
| 2"
an"| < Jan" |2
z

o

wobei |a,z"| < M wegen lim,_ o a,2" = 0 gilt. Die Reihe Y M¢" mit ¢ =
n=0

|z/Z| < 1 ist eine konvergente Majorante fiir die Potenzreihe an der Stelle z,

woraus die absolute Konvergenz fiir |z| < R folgt.

Sei nun 0 < p < R und p < |Z] < R. Dann gilt fiir [2| < p die Abschétzung
la,2"| < Mq™ mit ¢ = p/|Z| < 1, was mit Hilfe von Satz 11.1.1 die gleichméfBige
Konvergenz fiir |z| < p impliziert. qed.
R heifit der Konvergenzradius der Reihe. Wir nennen die Menge {z € C; |z| < R}
den Konvergenzkreis und {z € C;|z| = R} den Rand des Konvergenzkreises.

Yy
Divergenz
aufSerhalb
absolute, ; T
gleichmégige / ~—keine Aussage
Konv am Rand

Abbildung 12.1: Konvergenzbereiche
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Bestimmung des Konvergenzradius

o
Satz 12.1.2: Fiir den Konvergenzradius R der komplexen Potenzreihe Z an2"

n=1
qilt
1 .
(1) R = ————, falls  lim {/|a,| € Ry,
lim {/|ay,| e
n—oo
R = oo, falls  lim {/|a,| = 0,
R = 0, falls {{‘/\an\} unbeschrankt ist.
sowne
9 R = — - s lim | e R
(2) R = T | folls - lim |= == € Ry,
n—oo an
R = oo, falls  lim G+t =0
n—oo an
R = 0, falls {Cbn+1} unbeschrdnkt ist.
Beweis:
1. Wir verwenden das Wurzelkriterium fiir komplexe Reihen: Sei ch, cn €
n=1
C gegeben. Existiert lim y len| = 7, so ist die Reihe fiir < 1 absolut

konvergent, fiir » > 1 divergent. Fiir 7 = 1 ist keine Aussage moglich. Nun
setzen wir ¢, = a,z" Dann ist

{leal = Vlaal 2
lim \/lanl2] = |21 Jim, {fjan

Das Wurzelkriterium liefert jetzt das Resultat.

und

2. Da {{/|a,|} nicht beschrénkt ist, kann daher auch {|a,|} nicht beschrinkt

sein und wegen
{/lanz"| = {lan]|z]

gilt dies ebenso fiir die Folge { {/|a,2"|}. Daher ist {|a, 2" |} nicht beschréinkt.
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qed.
o0 n
Beispiel: Sei p(z) = Y — mit a, = £. Dann erhalten wir mit
n=1
lim ‘anﬂ = lim =1
n—ol q, n—oon + 1

den Konvergenzradius R = 1; also Konvergenz fiir |z| < 1, Divergenz fiir |z| > 1.

Am Rand divergiert die Potenzreihe fiir z = 1, sie konvergiert fiir z = —1. Als
o n

reelle Reihe konvergiert p(z) = Zx— fir z € [-1,1). O
n:ln

12.2 Das Rechnen mit Potenzreihen

Gegeben seien zwei Potenzreihen

fi(z) = D a,2" mit Ry >0,

n=0
fo(z) = D bpz" mit Ry >0
n=0

mit den Konvergenzradien R; und Rs. Sei r = min{ R;, Ry}. Dann gelten folgende
Rechenregeln:

1) Linearkombination: o, B € C,

o0

afi(z) + Bfa(z) = D _(aa, + Bb,)2", fir |z] <r.

n=0

Fiir den Konvergenzradius R der Reihe auf der rechten Seite gilt: R > r.

2) Produktbildung:
f1(2) - fo(2) =D 2™, fiir |z <r
n=0

wobei ch die Cauchy’sche Produktreihe von Z a,, und an darstellt. Fiir
n=0 n=0 n=0

den Konvergenzradius R gilt ebenfalls: R > r.

3) Division: Der Quotient
f1(2)
fa(2)

f(z) =



[12] Potenzreihen 167

ist definiert, falls by # 0. Es wird zuerst der Ansatz
o
= z cn 2"
n=0
gemacht. Dann wird die Beziehung
o o o
(Z cnz") (Z bnz") = Z an 2"
n=0 n=0 n=0
ausmultipliziert und die ¢,, n = 0,1,..., werden durch Koeffizientenvergleich
rekursiv bestimmt. Fiir den Konvergenzradius R gilt: R > 0.
4) Integration und Differentiation:

o0
Satz 12.2.3: Die reelle Potenzreihe Y an(z — xo)" konvergiere auf I = {z :
n=0

|z — x| < R}, f(z Zan x — x9)". Dann gilt

1. f(x) ist diﬁerenzierbar (daher auch stetig) auf I und

(= Znanx—xo)” Lzel
n=1
> a
2. dz = " (z —z)"T +C I.
[ f(z)dz Zgnﬂ(x zo)"" +C, x €
Beispiel: Sei f(z Zx x € I = (—1,1). Dann gilt fiir die Ableitung
fl(z) = L __ im;"‘l zel
(1 _ :E)Q n:1 b b

und fiir das Integral

rodt © 1 AL
——=-In(l-2)=) =3 el
1_t n( x) n—01+nx n=1 ’I'L’ !

0 —

¢
Aus dem obigen folgt unmittelbar:

Satz 12.2.4: Die Potenzreithe Y ;> a,z™ konvergiere auf dem Intervall I gegen
die Funktion f(x). Dann gilt
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1. f st beliebig oft differenzierbar auf I

2.
F9@) = onn = 1) (1= k+ Danle — )", k€ N
n==k
3.
(k)
o=t k(!xO)'

Damit ist gezeigt, dafl die Potenzreihenentwicklung einer Funktion eindeutig ist.
Mittels dieser Beziehung kann man jeder Funktion f(z), die an der Stelle x
beliebig oft differenzierbar ist, formal eine Potenzreihe zuordnen:

o0 (n)
f(.’E) — Z an(x - xO)na Qp = f n('w()) .
n=0 :

Diese Reihe nennt man die Taylorreihe von f mit der AnschlufSstelle xy. Das
folgende Beispiel zeigt, dafi die Summe der Taylorreihe an einer Stelle x (auch
wenn sie konvergiert) nicht unbedingt gleich f(x) sein mu8.

Beispiel: f(z) = e /%", Es gilt f®™(0) = 0 und somit a, = 0 fir n = 0,1,....

1r I I I I I a
0.8 -
0.6 -
0.4 -

0.2 -

oL 1 1 i
-3 -2 -1 0

Abbildung 12.2: f(z) = exp (_w%)

o
Also ) anz" =0, und somit

n=0
f(z) # ianx", x # 0.
n=0

Diese Potenzreihe ist zwar konvergent, aber nicht gegen f(x). &



[12] Potenzreihen 169

12.3 Der Taylorsche Lehrsatz

Satz 12.3.5: Es sei f : [a,b] — R eine (n + 1) - mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt fir alle xo € [a,b] und x € [a,b] die Taylorsche Formel:

(o) (o /" (o)
1! 2!

f(x) = f($0)+ ($—$0)2+---

f(n) (z0)

n!

CC()) —+

+ (l‘ — $0)n —+ Rn+1 (.’E)

mit
xr

Rusi@) = [~ 07 /0D (o)t

To
(Rp+1 - .. Restglied der Ordnung n+1)

Beweis: (induktiv) Fiir n = 0 gilt nach dem 2. Hauptsatz der Integralrechnung

f(z) = f(wo) = / F(b)dt.

Also .
Ri(z) = / F(t)dt.

Gehen wir nun von n auf n + 1 iiber, so erhalten wir

1 i d —t)"
R@) = ot [ = 0w = [ 1005 [~

= _f(“) (t)(xgi‘t)n zo + / %Jc(m—l)(t)dt
(n) y

= / n(!w()) (x — )" + %/(m — )" f D () dt.

qed.
Definition 12.3.1: n fh)

k=0 '

heifit n - tes Taylorpolynom der Funktion f (mit Anschlufstelle xy), Ryi1(x)
heift das Restglied (n + 1) - ter Ordnung.
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Mittelwertdarstellung des Restgliedes nach Lagrange

Satz 12.3.6: Es sei f : [a,b] — R eine (n + 1) - mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann kann das Restglied folgend dargestellt werden:

SO [z + 9z — x0)]
(n+1)!

Ry1(z) = (x —z0)"™, 9 €(0,1).

Beweis: Aufgrund des 2. Mittelwertsatzes der Integralrechnung gilt

Ro(2) = % / (& — )" fO+D) (1) dt = % FO D g + 9w — )] / (z — t)"dt

JO Do + 9(zo — )]
(n+1)!

)n—i—l

(x — z¢ , 0<9<1.

qed.

12.4 Taylorreihen der elementaren Funktionen

1. Die Exponentialfunktion

Wir werden jetzt die Taylorreihe der Funktion

flz) =¢*
fiir o = 0 herleiten. Wir erhalten
fO @) =t fO0)=1, an="— = neN
und damit ist o n
Z x—', zeR
— n!

die Taylorreihe von e*. Die Konvergenz ist noch zu iiberpriifen!

n . 1
1. Der Konvergenzradius ist unendlich, da lim nti) _ =0.
n—oo anp,
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2. Fiir das Restglied gilt R, 1 (z) = (“Nf:) vz 0 <9 <1, also
|$|n+le|w|

Sei m > 2|x|. Fiir n > m gilt =~ 2 < 5, daher

N 1 I el _ e 1 2™ 1
(n+1)! m! m+1m+2 n+1  m! 2ntl-m gyl ondl’

Dieser Ausdruck konvergiert gegen 0 fiir n — co und somit konvergiert auch
das Restglied gegen null.

Daher konnen wir schreiben

3|%§

o
In Abschnitt 10.5 haben wir das Multlphkatlonstheorem e*TY = e%e¥ bewiesen.

2. Die trigonometrischen Funktionen

Fiir die Ableitungen von f(z) = sinz gilt

f'(x) = cosz,
() —sinz,
" () —cos,

fY(z) = sinum,

und fiir zo =0

fl('xO) = 1a f”(xO) = 07 f”I(xO) =-1 fIV(xO) = 0’

Ebenso fiir f(z) = cosz gilt

f'(r) = —sinz,
() —cosz,
" (z) sin z,

fY(x) = cosu,
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und
fl() =0, f"(xo) =—1, f"(z) =0 [fV(zo)=1,
Wir erhalten damit die Taylorreihen

333 5 7

. X X

sine = rogrk gt
1 .’L‘2 .T4 £E6

cosT > -t et

und da die Reihen fiir alle z € IR konvergieren (Beweis analog zur Exponential-
funktion), konnen wir fiir z € IR schreiben:

o0 x2n+1 [ee) 2n

sinz =) m(—l)", cosz =Y (;En)' (=1)".

n=0 n=0 :

Beispiel: Graphische Darstellung der Taylorpolynome fiir f(z) = sinz (siehe
Abb. 12.3). Wir untersuchen den Fehler von py(x) am Intervall [0, 7]: Da py(z) =

25 -

Abbildung 12.3: Graphische Darstellung der Taylorpolynome fiir f(z) = sinz

p1o(z) betrachten wir erst Ry;:

|Ri1(z)| <
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3. Die Hyperbelfunktionen

Wir bilden wieder die Ableitungen f™(z). Fiir f(z) = sinhz erhalten wir:
f'(x) =coshz, f"(z)=sinhz,...

f(0)y=1, f"0)=0o,...
und analog fiir cosh x. Daher gilt fiir x € R

[e's) x2n+1 [es} xQn
inhz =% ——— he =S ——
Sinn r 7;) (2n T 1)', cosnx 72} (27})"

was man natiirlich auch aus der Taylorreihe von e® erhalten kann.

4. Der natiirliche Logarithmus

Die Ableitungen von f(x) = Inz lauten
1 1 2 2.3
E, —?, E, —F, u.s.w.,
allgemein
d"Inz (n—1)!
= (-1 :
dx™ (=1) "
Damit erhalten wir (Anschlufistelle zy = 1)
© (_1 n—1
Inz=>" L(x —1)™
n=1 n

Durch den Ubergang von & zu z + 1 wird daraus die Taylorreihe fiir In(1 4 z) mit
AnschluBstelle oy = 0.

o0

n(1+ ) Z "lx

(vergleiche mit Abschnitt 12.2). Fiir den Konvergenzradius erhalten wir

1
R=——p—=1
lim ‘
n—ooln + 1

was zu erwarten war, weil Inx eine Singularitéit bei z = 0 hat. Also konvergiert
diese Reihe hochstens fiir [z| < 1 und mittels einer Restgliedabschitzung zeigt
man, daf sie fiir |z| < 1 tatsichlich gegen In(1 + ) konvergiert. Mit

R

In(1 —r— 4+ T ...
n(l+z)==x 2+3 4+
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und ) 5 A
x x x
In(l—7)= —p — = = =2 _ ...
n(l —x) T— 3 1
erhalten wir die Taylorreihe
1+ AR
ln(l—x) =In(l+2z) —In(l —2) :2(3;+§+€+---),

und diese Reihe konvergiert fiir |z| < 1. Fiir jede reelle Zahl a > 0 gilt

1+z . a—1
a= mit x = ——, |z| < 1.
1—2z a+1

Daher kann mittels dieser Reihe Inq fiir alle a > 0 ausgewertet werden.

5. f(z) = arctanz

Aus der geometrischen Reihe folgt

1
— = 1-2?42t—af -
1+ 2?2

Durch gliedweises Integrieren erhélt man

d__ 2t A T
1+ 3 5 7

X
arctanx = /
0

Diese Reihe konvergiert fiir —1 < z < 1 und man darf daher schreiben

[e9) $2n+1
arctan r = B ) | ——
2V )

Fiir x = 1 erhilt man die Leibniz’sche Reihe
T 1 1

4 375

=
7
6. Die binomische Reihe

Fir f(z) = (1+ )% a € R, erhalten wir die Ableitungen
fO@)=ala—1)---(a—n+1)1+2z)*™"

Dann gilt
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Die Reihe konvergiert fiir |x| < 1 und zwar gegen f(z). Daher gilt (in Verallge-
meinerung des binomischen Lehrsatzes)

ltar=3% (Z)x 2] < 1.

n=0
Zusammenfassung

Taylorreihen der elementaren Funktionen:

= " x 22
D b TR AN
00 x2n+1 $3 $5
sinh T;)(Qn-i-l)! x+3!+5+ , z
00 x2n 562 $4
coshz = 7;](271)!:14_54_54_...’ reR
0 x2n—|—1 .TS $5
i - _1n7: _— — = E]R
e = L VG i Tt TR T v
0 rn 72 rd
o 7;)( ) (2n)! TR v
o0 xn $2 .’L'3
In(l+z) = ) = - e 2] <
(+a) = ST =e- T+ o
1+z 0 20+l
n(l—x) n(l+a)—In(l-2) =23 5=
3 50
= 2 - +—= <1
(m-i— 3 + 5 + ), |z|
00 x2n+1 .CE3 .’L'5
arctanx = -1)" =r— =4+ - |z| <1
nz::o( )2n+1 3 5 &
> —1)---(q— 1
(I+2)" = Z<a>x”, z| <1, <a> . ola—1) '(“ n+1)
n=0 \"? n n.

Die Reihenmethode fiir unbestimmte Formen

Eine einfach Anwendung der Taylorreihen ist die Untersuchung unbestimmter
Formen. Dabei wird jede der auftretenden elementaren Funktionen durch eine
geeignete Anzahl von Termen ihrer Taylorreihe plus einem Fehlerterm, der am
besten in O(z")-Notation angeschrieben wird, ersetzt. Falls sich der ,,unbestimmte
Anteil wegkiirzt“, kann man den Grenzwert direkt ablesen.
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.. . l—cosz
Beispiel: lim ———
z—=0  sin“

z? 1
1— - 1-a-T 4T =22 2
cos ( 5+ 57 ) :c(2+0(x)),
x? ? z? ?
sin®z = (m—€+---) :x2<1—€+---> = 22(1 + O(z?)).
1-— 1/2 + O(z?
Also gilt }E)r(l) ﬁ = wl_) O%éj)) =3 In diesem Beispiel kiirzt man im

Zahler und im Nenner jeweils den Faktor z2. Das erklért auch, warum man bei der
Losung mittels der Regel von de I'Hospital den Zihler und den Nenner zweimal

differenzieren muf.

Komplexe Taylorreihen

¢

Die Taylorreihen der elementaren Funktionen konnen dazu benutzt werden, die

elementaren Funktionen in die komplexen Zahlen fortzusetzen. Es gilt:

= 2" z 2P
Z = _— = J— -
© T 7;)7’L!_1+1!+2v+ , 2€0
0 201 3,5
inhz = o T 1y - T = eC
sinh z §(2n+1)' z—|—3'+ 5 + z
o Z2n 22 24
coshz = 712:‘:)(271)!:14_5_1_5_1_... e
o0 z2n—|—1 23
sin z E( ) Gn D e 3!+ ‘ 2
o Z2n Z2 24
== —_— n = _ [ )
cosz = 7;)( 1) (2n)!_1 2!+4! , 2z€eC
0 Zn 22 z3
n=1
1+2 0
1 = In(1 —In(l—2)=2
n(l—z) n(l+2) —l=2) =23 5=
3,5
= 2 z+%+€+ , 2l <1
o0 z2n+1 2,3
arctanz = T;)(—l)”Qn_'_l: —§+——---,|z|<1
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Aus diesen Reihendarstellungen folgen die wichtigen Beziehungen:
e = cosz +isinz, z€C

und
e’ = cosx +isinr, T€R.

Wenn man x = 7 setzt, so folgt die von Euler entdeckte Formel

€™ +1=0,

die in bemerkenswerter Weise alle wesentlichen Zahlen der Mathematik in einer

Gleichung verbindet.



