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Kapitel 1

Normierte Riume, Hilbertriume,
Fourierreihen

1.1 Metrische Riaume

Beispiel 1.1.1 Man wihle in der kartesischen Ebene einen festen Punkt z(, nen-
ne ihn , Paris“ und definiere den Abstand d(z,y) zwischen den Punkten z und y
folgendermaflen: d(x,y) sei der euklidische Abstand zwischen x und y, falls beide
Punkte auf einer Geraden durch x, liegen, andernfalls sei d(z,y) die Summe der
euklidischen Abstédnde zwischen x,xy und xg,y. Zeigen Sie, da} hierdurch eine
Metrik auf IR? erklért wird, , Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems®.

Beispiel 1.1.2 Sei d(z,y) eine Metrik im IR". Die Menge
Uc(xg) :={x € R"; d(x,x0) < e}

heifit die offene ,,Kugel“ mit Radius € um zg. Zeichnen Sie die Kugeln

(o)) () ()

1. dy(z,y), der euklidische Abstand von z,y € R?,

fiir die Metriken

2. di(z,y) == |y1 — 1| + |y — 72|, x,y € R?, Betragssummen-Metrik,
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dg(z,y) == { (1) i i Z die diskrete Metrik auf R?,

4. ds(z,y), die Metrik aus Beispiel 1.1.1 mit z( := (8).

Uberpriifen Sie, ob man die diskrete Metrik (3) zur Definition einer Norm
beniitzen kann,

|z —yl|| == da(z,y) bzw. llz|| := da(z,0).

Beispiel 1.1.3 Betrachten Sie die metrischen Rdume von Folgen reeller Zahlen

1% = {2 = (zn),cN = (¥1,72,23,...); sup |zx| < oo}
kelN

mit der Metrik
L. dw(z,y) = sup, N Yk — Tl,
o0
Y — Tk
2. d(z,y) = 27‘ o |
k=1 :

Sei e,, € [ die Folge der Form (0,0,...,0,1,0,...,0), wobei die ,1¢ an der n—ten
Stelle sei. Untersuchen Sie die Folgen {te,}, N, {en}, o und {nle,} _ auf
Konvergenz in (I°°,dw) bzw. (I1%°,d').

Beispiel 1.1.4 Seien z := (z1,...,2,)", ¥ := (y1,...,yn) Punkte des R". Zei-

gen Sie, dafl durch

doo(JI,y) = max(|m1 - y1|7 BRI |ZL’n - yn|)
eine Metrik auf IR™ definiert wird.
Beispiel 1.1.5 Zwei Metriken heiflen dquivalent, wenn jede Kugel beziiglich der

einen Metrik eine Kugel beziiglich der anderen Metrik enthélt. Sei d(x,y) eine
Metrik. Zeigen Sie, dafl dann

: _ _dzy)
d'(z,y) = Tt dy)

eine dquivalente Metrik zu d(x,y) ist.

Bemerkung: d'(x,y) ist beschrénkt.
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Beispiel 1.1.6 Untersuchen Sie (beweisen Sie oder geben Sie gegebenenfalls ein
Gegenbeispiel an):

(a) RA(RAA) = RdA, RdA bezeichnet die Menge aller Randpunkte von A.
Ein Randpunkt ist ein Beriithrungspunkt, der kein innerer Punkt ist. Ein
innerer Punkt ist ein Punkt, der eine offene Umgebung besitzt, die ganz in
A liegt.

(b) Rd(A) = RAA = Rd A.

(c) (A°) = (A)°, A° ist die Menge aller inneren Punkte von A und wird als
der offene Kern bezeichnet.

Hinweis: Die Aussagen in (a) und (c) sind falsch! Haben Sie keine andere Idee,
so betrachten Sie als Gegenbeispiel die Menge A = Q N [0, 1].

Beispiel 1.1.7 Es sei {f,(7)}, N eine Folge reellwertiger stetiger Funktionen
mit f, : [0,1] — R.

Beweisen Sie: Konvergiert {f,}, N gleichméfliig gegen die Funktion f, dann ist
f stetig.

Beispiel 1.1.8 Es sei {f.(z)}, N eine Folge reellwertiger stetiger und stetig dif-
ferenzierbarer Funktionen mit f, : [0,1] — IR.

Beweisen Sie: Konvergiert die Folge {f.}, N gleichméBig gegen die Funktion f
und die Folge {f;}, .N gleichmiBig gegen die Funktion g, dann ist f differenzier-
bar und es gilt

1.2 Banachriume, L’-Riume

Beispiel 1.2.1 Im R" finden die folgenden Normen am héufigsten Anwendung:

n
2l = D |l Betragssummen—Norm,
i=1 N
n B
|zl = <Z]$Z|2>, euklidische Norm,
i=1
|z]lo := max |2, Maximum—Norm.

1<i<n
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Skizzieren Sie fiir die Dimensionen n = 2 und n = 3 die Mengen
S, ={reR"; ||z|, <1}, o0=1,2, 00,

die sogenannten , Einheitssphéren® im entsprechend normierten Raum IR".

Beispiel 1.2.2 Im R" gilt der folgende Satz:
Satz: Alle Normen auf dem R" sind dquivalent, d.h., fir jedes Paar von Normen
w(x) und v(x) gibt es positive Konstanten m und M, sodajs

mp(z) <v(z) < Mp(z), YaoeR"

qgilt.

Vergleichen Sie die Normen aus Beispiel 1.2.1, d.h., berechnen Sie fiir jedes Paar
optimale Konstanten m und M im Sinne des obigen Satzes.

Beispiel 1.2.3 Eine Matrix A € IR"*™ ist eine lineare Abbildung A : R™ — IR",
aus R™ in R" und ihre Abbildungsnorm ist definiert als das maximale Streckungs-
verhéltnis ||Ax||/||x]|:

A
1Al e 114,
lzlle  llllo=1

Q:1,2,00 : HAHQ = 1?23(
Da || - ||, eine stetige Funktion ist,
I-1le s R™ — Ry U {0}

und die Einheitsspiare S, = {z € R™; ||z||, = 1} ein kompakter Teilraum des
R™, wird das Maximum in (1.1) wirklich angenommen, d.h., es gibt ein 2° € R™
mit [|2°]|, = 1, sodaf [|Az°l[, = [|A]l,.

(a) Gegeben sei die Abbildung A : R? — IR?,

(1)

Finden Sie ||A||,, 0 = 1,2, 00, auf folgende Weise:

W=

(i) Zeichnen Sie im IR? das Bild der Einheitssphire A(S,), o = 1,2, co.

(ii) Finden Sie die kleinste ,Kugel“ (beziiglich der entsprechenden Norm)
die das Bild A(S,) ganz enthilt. Ihr ,Radius® ist ||A||,.
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(b) Zeigen Sie: A: R" — IR", dann gilt

4] = max > Ja|. (L1)
j=1

1<i<n
Hinweis: Zeigen Sie:

L [[Alfee = maxe) =1 |[Az]|oo < maxi<icn 27 |ail,
2. 32° e R" mit  ||Alle = ||A2°]| -
Beispiel 1.2.4 Es sei (X, ||-]|) ein normierter Raum. Eine Menge M C X heifit
konvez, falls
Ty, 9 € M = (1 —t)xy +txe € M, Vite|0,]1]

gilt. Zeigen Sie, da die Einheitskugel S := {zx € X; ||z|| < 1} konvex ist.

Beispiel 1.2.5 (a) Untersuchen Sie die Funktionenfolge {1, z, 22, ... ,z",...}

auf Konvergenz in (L?([0,1]), || - ||z2)-

(b) Es sei
{f"}ne]N = {e_%}ne]N'

Zeigen Sie, daB f,, € L'([0,00)) gilt und untersuchen Sie die Folge { JotnelN
auf Konvergenz in (L'([0,00)), || - ||z1).

Beispiel 1.2.6 Wir betrachten die normierten Rdume

(Cla, ], [ - llse)s 1 lloe = max [£(2)],

a<t<b
b
(Cla, b - ller), A1 Z/If(iv)\d%

wobei Cla,b] = {f : [a,b] — R; f stetig} ist.
Fiir die Folge {f,}, N mit [a,b] = [-2,2] :

_17 x S _lv
n
Vn e N, f,(x):=1 nx, —% << %,
1, z>1

zeigen Sie, dafl diese Folge
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(a) eine Cauchy-Folge beziiglich || - ||; aber

(b) keine Cauchy—Folge beziiglich || - || ist.

Beispiel 1.2.7 Ist die Folge {z,}, definiert durch

n(l —nlt fir [t| <1/n,
xn@)-—{( ) fir ] <1/

0 sonst

eine Cauchyfolge in L'(—1,1)?

Beispiel 1.2.8 Man zeige, da8 durch x,, = (t + 1/n)~'/? eine Cauchyfolge in
LP(0,1) fur 1 < p < 2 definiert ist.

Beispiel 1.2.9 Betrachten Sie den normierten Raum (X, || - ||o), wobei

X:={f;f€C0,1], f(0) = 0},

Beweisen Sie, daB (X, || - ||o) ein Banachraum ist.

Hinweis: In X sind die Vektoraddition und Skalarmultiplikation wie folgt defi-

niert:
f17f2€X = (f1+f2)(x) = fl('r>+f2(x)7 VIE[O,l],
feX,aeR = (af)(x):=af(x), Vrel0,1].
Beispiel 1.2.10 Es sei (X, || - ||) ein Banachraum. M sei ein abgeschlossener

linearer Unterraum von X.

Beweisen Sie, dafl (M, || - ||) ein Banachraum ist.

Beispiel 1.2.11 Priifen Sie, ob

1AL = max | f(2)],

a<z<b
2) AN = max {|f(z)] + [f(2)]},

a<x<b

eine Norm in C'[0, 1] definiert,

C'0,1] = {f : [0,1] — R; f einmal stetig differenzierbar}.
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Beispiel 1.2.12 Sei C*a,b] = {f : [a,b] — R; f einmal stetig differenzierbar}.
Sei
111100 = 11f oo + 1/ oe-

(a) Untersuchen Sie, ob (C'[a,b],|| - ||1.0) ein Banachraum ist.

(b) Beim ,,Schrédinger* wird die Frage diskutiert, ob (C'[a,d],|| - ||e) €in Ba-
nachraum ist. Sic! Willi sagt: ,Ha! Ich habe ein Gegenbeispiel! Betrachte

die Folge
T —a

Jul) = (b—a>n7nem

von Funktionen in C'[a, ], die gegen

0, falls = € [a,b),

Fiw) = { 1, falls = b,

konvergiert. Da f*(z) ¢ C'[a,b], ist der Raum kein Banachraum.“ Maja
denkt kurz nach und sagt: ,Falsch! Dein Beispiel beweist garnichts.“ Wer
hat recht, Willi oder Maja? !

Beispiel 1.2.13 Sei f € C]0,1] und |o| < 1. Mit Hilfe des Banach’schen Fix-
punktsatzes zeige man, dafl die Integralgleichung

1
o(t) = f(t) + Q/sin(t +a(s)) ds
0
eine eindeutige Losung « € C[0, 1] besitzt.

Beispiel 1.2.14 Sei (B, ||-||) ein Banachraum, b € B und K : B — B eine lineare
Abbildung mit
|K[| := sup || Kzl <1.

2l <1
Man zeige, dafi die Gleichung x = Kx + b eine eindeutige Losung hat, die durch

die Neumannrethe -

x:ZKjb

7=0
gegeben ist.

1Jede Ahnlichkeit der hier auftretenden Personen mit den Filmhelden aus der Insektenwelt
ist weder zufillig noch unbeabsichtigt.
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Beispiel 1.2.15 Sei tq € [a,b]. Dann ist die Abbildung f : C*[a,b] — R definiert
durch
f(x) :=2'(ty), Va € C'a,b).

Man zeige, dal f ein stetiges, lineares Funktional ist.

Beispiel 1.2.16 Man zeige, dafl die Abbildung

b
fla) = /x(t) dt, Ve Cla,b

a

ein stetiges, lineares Funktional auf Cla, b] ist.

Beispiel 1.2.17 Gegeben sind zwei normierte Vektorraume (V|| - ||v) und
(U, ]| - ||v)- Eine Abbildung
p:V-=U

von V nach U heifit stetig in v, falls gilt: Ve >0 3J(e,v) mit
llo(v) —p(w)||lv <e, firjedes w, das ||[v —wl||y < erfillt.
Zeigen Sie: Eine lineare Abbildung L von V nach U, d.h., eine Abbildung mit

L(vy +v9) = L(v1)+ L(vg), VYvi,v €V,
L(MA) = AL(v), VveV, MeC,
ist genau dann stetig, wenn sie beschrankt ist, d.h., falls eine Konstante M > 0

existiert, sodafl gilt
IL()llo < Mljvllv, VveV.

Die kleinstmogliche dieser Konstanten M heifit die Norm der linearen Abbildung
L. Zeigen Sie, dafl diese Norm gleich

1Ly = sup ||L(v)]ly

[lv]lv=1

ist (vgl. Beispiel 1.2.3).

Beispiel 1.2.18 Ist die lineare Abbildung D von (C'[a,b], || - ||o) nach
(Cla, 0], [ - llso), ;
D = —
=ty

stetig? Wenn ja bestimmen Sie ihre Norm. Untersuchen sie dieselbe Frage fiir D

als Abbildung von (C'[a, b], || - ||1.00) nach (Cla,b], || - ||oo)-
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1.3 Hilbertriaume

Beispiel 1.3.1 Untersuchen Sie, ob (u,v) ein inneres Produkt in €* definiert:
(1) (u, U) = 7U1@1 + 3U2@2 + 4U3@3,
(2) (u,v) :== %uﬁl + 2uoTy + 3usvs + 25u,73,

(3) (U, U) = U1V + U2V + U3V3.

Beispiel 1.3.2 Untersuchen Sie, ob durch

T

0
2

O = =
S = =

ein inneres Produkt definiert ist.

Beispiel 1.3.3 1. Man zeige, dafl durch

(2,y) 1= 3z1y1 + ToYo + T3Y3 — T1Y3 — T3y
ein inneres Produkt auf dem IR® definiert ist.

2. Man bestimme eine Basis von {(1,0,0)}* in (IR, (-,-)).

Beispiel 1.3.4 Auf dem Intervall [0,00) sei durch w(z) := exp(—x) eine Ge-
wichtsfunktion gegeben und es gelte

Lig o) = {f . f stetig und /exp(—x)]f(x)\de < oo} .

0

Zeigen Sie:

(a) Durch

o0

(f.9) = [w@f@)g@)ds;  (fg)€R
0
ist ein inneres Produkt definiert.

(b) Die Summe zweier Funktionen aus Ly o ist wieder eine Funktion aus Ly o)
(Hinweis: Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung).
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Beispiel 1.3.5 Sei (V, (-, -)) ein innerer Produktraum. Zeigen Sie, daff das Ska-
larprodukt folgende Eigenschaften erfiillt:

1. (u,av) =a(u,v), Yu,veV, aecC,
2. (u,v1 +v2) = (u,v1) + (w,v2), Yu,v1,v3 €V,
3. ||u|] :== \/(u,u) definiert eine Norm.
Beispiel 1.3.6 Es sei (V, (+,-)) ein Hilbertraum und M C V. Zeigen Sie, daf§
M+ :={yeV; (y,r) =0, Vre M}

ein linearer Unterraum von V ist.

Beispiel 1.3.7 Beweisen Sie, daf} in einem Raum V' mit innerem Produkt stets
gilt:

1. Parallelogrammregel
lz+yl* + llz — ylI* = 2[|2* + 2[lylI*, @,y €V,
2. die Gleichung von Apollonius
o =2l + 2 = 9P = Slla = 9l + 201z = 5@+ ), w92 €V
Beispiel 1.3.8 Beweisen Sie die folenden Aussagen:

1. In einem Raum V mit innerem Produkt gilt

zly < ||lz+ay|| >||z]], VaeC.

2. In einem Raum V mit innerem Produkt gilt

vly o et ayll =z —ayl|, Yael

Beispiel 1.3.9 Es sei M ein linearer Unterraum des Hilbertraumes V. Zeigen
Sie, da8 die orthogonalen Projektionen P : V — M, @Q : V — M~ idempotent
sind, d.h.,

PQ = P7 Q2 - Q?

gilt. Zeigen Sie weiters
Q=1-P.
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Beispiel 1.3.10 Seien x und y Elemente eines Hilbertraumes H iiber R und sei

die Gram’sche Determinante, wobei (z,y) € R, Vz,y € H.

(a) Zeigen Sie, daBl x und y genau dann linear abhéngig sind, wenn die
Gram’sche Determinante verschwindet, d.h., D = 0 gilt.

(b) Zeigen Sie, dafl ||z|| - ||y|]| = |(x,y)| genau dann gilt, wenn = und y linear
abhéngig sind.

Beispiel 1.3.11 Zeigen Sie, daf§ der Raum [? aller unendlichen Folgen

1
00 2
T = (Tp), N> Tn € R mit  |[[z]]; = (Z |azn|2> < 00

n=1

ein Hilbertraum ist.

Beispiel 1.3.12 Der Unterraum M von [? sei aufgespannt von den Folgen
{1,1/2,1/3,...} und {0,0,1,0,0,...}. Man bestimme die orthogonale Projektion
der Folge {1,—-1/2,1/3,—1/4,...} auf M.

Hinweis: Die zu berechnenden Summen von Reihen kann man im Theorieskrip-
tum finden.

Beispiel 1.3.13 Man will eine stetige reellwertige Funktion f(x) auf dem Inter-
vall [a, b] durch eine konstante Funktion ¢ ersetzen (approximieren).

(a) Wie mufl man ¢ wihlen, damit der absolute Fehler beziiglich der L>*-Norm

b

If = el = [ (f(a) = o)de

a

minimal wird?

(b) Die gleiche Frage fiir die Maximum-Norm

I = elloe = mas |£(x) —cl.
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(c) Losen Sie (a) und (b) fiir
flx)=¢" und la,b] = [0, 1].

Beispiel 1.3.14 Gegeben sei das System {1, z, 2% x3,...}. Orthonormieren Sie
die ersten drei Funktionen dieses Systems beziiglich des Skalarproduktes

(f.9) = [ €7 f(a) glw) dn.

Beispiel 1.3.15 Das Polynomsystem {1, x} 148t sich mit Hilfe des Orthogonali-
sierungsverfahrens von Gram-Schmidt beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) =1
auf dem Intervall [0, 1] orthonormieren.

Bestimmen Sie mit Hilfe dieses Orthonormalsystems die Koeffizienten o und /3
so, daf

/1 (ex — (ax + ﬂ))2dx

minimal wird.

1.4 Fourierreihen im Raum L?(a,b)

Beispiel 1.4.1 (a) Berechnen Sie die Fourierreihe der Rechtecksschwingung.
Sie ist definiert als die 2mr—periodische Fortsetzung der Funktion

-1, —m<x<0,
f(z) = I, O<z<m,

0, x=-m0,.

(b) Untersuchen Sie diese Reihe auf

(i) punktweise Konvergenz,
(i) gleichméBige Konvergenz,

(iii) Konvergenz im Quadratmittel.
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Beispiel 1.4.2 Verwenden Sie die Parseval’sche Gleichung und die Losung des
Beispiels 1.4.1, um die Summe

© ] 11
Z(zn—1)2:1+?+?+”'

n=1
zu berechnen.
Beispiel 1.4.3 (a) Entwickeln Sie die Funktion f(z) = z, 0 < < 2, in eine

Sinus-Reihe, indem Sie sie zu einer ungeraden Funktion mit der Periode 4
erweitern, vgl. Abb. 1.1.

Abbildung 1.1: Funktion f(z), 0 < x < 2, ungerade fortgesetzt

(b) Entwickeln Sie die Funktin f(z) = 2, 0 < x < 2, in eine Cosinus—Reihe,
indem Sie sie zu einer geraden Funktion mit der Periode 4 erweitern, vgl.
Abb. 1.2.

Beispiel 1.4.4 Die Funktion f(z) = x, 0 < z < 2, 1d8t sich sowohl in eine
Sinus—Reihe, vgl. Beispiel 1.4.3(a),

als auch in eine Cosinus—Reihe, vgl. Beispiel 1.4.3(b),

fo(z) 1—8<cosm+1cosm+1cosm+ )
? 2 2 3 2 52 2
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Abbildung 1.2: Funktion f(z), 0 < x < 2, gerade fortgesetzt

entwickeln, indem man sie entweder zur ungeraden oder zur geraden Funktion

mit der Periode 4 erweitert.

(a) Welche der beiden Reihen darf man gliedweise differenzieren ?

(b) Fiihren Sie diese Differentiation durch und zeigen Sie damit, dafl

s 1 2n — 1
Zzn_lsin<n 5 )7r:1:’ O<e<?

n=1

1=

4
T

gilt.

(c) Geben Sie die Fourierreihe fiir f(x) = 2%, 0 < < 2, an, indem Sie die
Reihe fi(x) integrieren.

(d) Beniitzen Sie das obige Ergebnis, um die Reihe

ZU summieren.

Beispiel 1.4.5 (a) Geben Sie die Parseval’sche Gleichung an, die zur Reihe
fa(z) gehort.

(b) Bestimmen Sie mit dem obigen Ergebnis die Summe

=1
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Beispiel 1.4.6 Berechnen Sie die trigonometrische Fourierreihe von

flz)=¢€* in [-m, 7]

Beispiel 1.4.7 Skizzieren Sie den Graphen der Funktion f(z) periodisch fortge-
setzt. Entwickeln Sie f(z) in eine trigonometrische Fourierreihe:

f(z) = 22, x € [0,2m).
Untersuchen Sie die Reihe auf

(i) Konvergenz im Quadratmittel,
(ii) punktweise Konvergenz,

(iii) gleichméBige Konvergenz.

Beispiel 1.4.8 Wie im Beispiel 1.4.7, jedoch mit

c, —-w<x<0,
f(‘r> = 01—5027 T = _7‘-70771'7
Ca, 0<zx<m.

Beispiel 1.4.9 Entwickeln Sie f(z) = |sinz| von [0, 27) auf IR periodisch fortge-
setzt in eine trigonometrische Fourierreihe. Untersuchen Sie diese auf Konvergenz.

Beispiel 1.4.10 Entwickeln Sie die Funktion f(z) € L*([—1, 1]), definiert durch

) —3(+2), —1<2<0
f(x){ F(1-2), 0<wz<l1

in ihre trigonometrische Fourierreihe. Zeichnen Sie die ersten drei sich so erge-
benden Approximationen fiir f(x).

Beispiel 1.4.11 Entwickeln Sie die Funktion f(x) = sin wz (w ¢ Z) tiber dem
Intervall € [—m, 7] in ihre trigonometrische Fourierreihe. Wie spiegelt sich die
abnehmende Glattheit von f fiir wachsendes |w| im Verhalten der Fourierkoef-
fizienten wider? Vergleichen Sie dazu auch die Aussage von Beispiel 1.4.15 und
kommentieren Sie den Zusammenhang mit dem vorliegenden Beispiel.
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Beispiel 1.4.12 Gegeben sei die Funktion ¢(t) = e, o # 0,t € (0,7). In-
dem man sich ¢(t) zu einer geraden bzw. ungeraden 27—periodischen Funktion
fortgesetzt denkt, kann man fiir p(t), ¢ € (0,7) eine reine Cosinus— bzw. eine
reine Sinus-Fourierentwicklung herleiten. Geben Sie diese beiden Fourierreihen
an. Welche der beiden Reihen konvergiert schneller?

Beispiel 1.4.13 Entwickeln Sie die Funktion f(z) € L*([—7,n]), definiert durch

—cosx, =<0,
-]

cosz, x >0,

in ihre trigonometrische Fourierreihe.

Beispiel 1.4.14 Die Rechnung im Beispiel 1.4.13 ergibt, daf} die Sinus—Fourier-
koeffizienten b, fiir ungerade n verschwinden. Wie kann man diese Tatsache direkt
aus der Gestalt von f(z) ableiten, ohne die b,, konkret zu berechnen?

Beispiel 1.4.15 Beweisen Sie den folgenden Satz:

Satz: Die Fourierkoeffizienten a,, b, einer m mal stetig differenzierbaren 2m—
periodischen Funktion, deren (m-+1)-te Ableitung noch stiickweise stetig ist, klin-
gen asymptotisch fiir n — co mindestens wie

1
. ] = O

ab.
Was kann man daraus fiir beliebig oft differenzierbare Funktionen folgern?

Hinweis: Mehrmals partiell integrieren. Man verwendet am besten die komplexe
Darstellung der Fourierreihe (vgl. Skriptum).

Beispiel 1.4.16 Die Fourierreihe der Funktion f(z) = |z|, z € [-m, 7], 27—
periodisch fortgesetzt lautet

Finden Sie mit Hilfe dieser Reihe die Fourierreihe von

() -1, —7m<x<0,
€T) =
g 1, 0<z<m,
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2m—periodisch fortgesetzt, ohne die Fourierkoeffizienten von ¢ explizit zu berech-
nen.

Hinwers: Fiir stiickweise stetig differenzierbare Funktionen kann man beweisen,
daB die ,gliedweise Differentiation” ihrer Fourierreihe die Fourierreihe ihrer Ab-
leitung ergibt (eine nicht a priori selbstversténdliche Tatsache).

Beispiel 1.4.17 Verwenden Sie die Parseval’sche Gleichung und die beiden Fou-
rierreihen aus Beispiel 1.4.16, um die Werte der folgenden Summen zu berechnen:

> 1 1 1
DY 5 =14t +..,
()n:1(2n_1)2 32 52

> 1 1 1
)Y =l

Beispiel 1.4.18 Die Fourierreihe der Funktion f(z) =
periodisch fortgesetzt lautet

f(z) ~ §1<—1>

, x € (—m,m), 27—

M)

n41SIN NI
—

Finden Sie mit Hilfe dieser Reihe die Fourierreihe von g(x) = %, 2m—periodisch
fortgesetzt, ohne die Fourierkoeffizienten von ¢ explizit zu berechnen.

Hinweis: Man kann beweisen, daf3 die ,gliedweise Integration“ der Fourierreihe
einer stiickweise stetigen Funktion aus L?([—[,[]) die Fourierreihe ihrer Stamm-
funktion ergibt (eine nicht a priori selbstversténdliche Tatsache). Der konstante
Term der gesuchten Fourierreihe ergibt sich dabei, abgesehen von der willkiirli-
chen Wahl einer Integrationskonstante, zunéchst nur in Form einer unendlichen
Reihe, deren Wert noch eigens zu berechnen ist.

Beispiel 1.4.19 Beweisen Sie die Formel

> 2(1 —
E msinmm; =1, O<x<l,
! mm

indem Sie die Funktion f(z) =1, = € (0,1) ungerade fortsetzen (Periode 2).
Beispiel 1.4.20 Zeigen Sie, daf§ die Reihe

ssinme) o,
n=1 noz



18 [1] Normierte Rdume, Hilbertrdume, Fourierreihen

nicht die trigonometrische Fourierreihe einer 2r—periodischen, quadratisch inte-
grierbaren Funktion sein kann.

Beispiel 1.4.21 Schreiben Sie die Standardform der trigonometrischen Fourier-
reihe fiir reellwertige Funktionen f € L2([—,1]),

f(z) ~ % +> (ancosmlm —l—bnsinmlm>

n=1
auf die ,, Amplituden—Phasen“—Darstellung

f(x) ~ Ay + Z A, cos(nlﬂ — an)

n=1
um. Die A, und o, sind durch die a, und b, auszudriicken. Stellen Sie die
Fourierreihe der 2r—periodischen ,Sagezahnfunktion, f(x) = z, 0 <z < 27, in
Amplituden—Phasen-Form dar.

Beispiel 1.4.22 Es sei M der von den Funktionen 1/+/2,sin(rz), cos(rx) auf-
gespannte lineare Unterraum von L?([0,2]). Bestimmen Sie die Funktion f € M,
die die Funktion y(x) = 2 im Sinne der || - [|z2(,9) am besten approximiert.
Berechnen Sie weiters die Norm des Fehlers, d.h., ||y — f]|r2(0,2))-

Beispiel 1.4.23 Man gebe die komplexe Schreibweise der Fourierreihe fiir Funk-
tionen aus L*(a,b) an.

1.5 Wairmeleitungsgleichung und Sturm-
Liouville-Problem

Beispiel 1.5.1 Man lose das Anfangs-Randwertproblem

ou_ P
ot 0x?’ 5

u
u(0,t) =0, a—z(ﬂ,t) =0, wu(x,0)=1.

Beispiel 1.5.2 Die Wellengleichung
v *u

M2 da?
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beschreibt kleine, ebene, transversale Schwingungen einer gespannten Saite, wobei
u die transversale Auslenkung ist. Man 16se das Anfangs-Randwertproblem fiir
diese Gleichung mit den Zusatzbedingungen

ou

u(0,t) = u(m, t) =0, u(z,0) = ug(x), E(x, 0) = vo(x).

Beispiel 1.5.3

(a) Stellen Sie fest, ob die Differentialausdriicke L fir —1 <z <1
(1) Ly = (1—a*)y" - 2zy/,
(2) Ly :=y" + (1 —2?)y" — 2xy,

Sturm-Liouville Differentialausdriicke sind und stellen Sie diese gegebenen-
falls in der Standardform

Ly = 9(1) (=p(x)yY + a(z)y)

dar.

(b) Fiir jene Differentialausdriicke L, die Sturm-Liouville Differentialausdriicke

sind, untersuchen Sie:

(i) Ist der Differentialausdruck regulér?

(ii) Stellen Sie fest ob Ly mit den Randbedingungen
y(_l) =a, y(l) = b? Cl,b eR

selbstadjungiert ist.

(iii) Betrachten Sie das Eigenwertproblem Ly; = \;y;, i € IN. Fiir welches
Skalarprodukt bilden die Eigenfunktionen {y;}, v ein Orthogonalsy-
stem ?

Beispiel 1.5.4 Zeigen Sie, dafl die Green’sche Funktion G(z, ) zum Randwert-
problem

folgendermaflen aussieht:

Gz, §) =z(1-¢) firz <E,
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G(z,&) = G(& x) fir x > €.

Hinweis: Man weist nach, dafl der mittels dieser Funktion G(z,€¢) definierte In-
tegraloperator

Tg)a) == [ Glw,€) g(6) de

tatsdchlich das Randwertproblem 16st, d.h., Zf = y gilt.

Beispiel 1.5.5 Zeigen Sie, da man jeden auf dem Intervall € (0,1) definierten
reguléren Differentialausdruck 2. Ordnung

Ly = po(@)y" + e1(x)y + wo(@)y,  @a(x) #0 in (0,1)

mittels einer geeigneten Transformation auf einen Differentialausdruck der selbst-
adjungierten Gestalt

d dy
(o) + ot
zuriickfiithren kann.

Hinweis: Man multipliziere den gegebenen Differentialausdruck Ly mit

ple) = exp ( [ d&)

und wéhle () in geeigneter Weise.

Beispiel 1.5.6 Zeigen Sie mit Hilfe der Fourierentwicklung, da8 fiir die Losung
y(z) des Randwertproblems

im Sinn der L?>~Norm auf [0, 1] folgende Abschiitzung gilt:
1
yll < = [I1]-
T

Hinweis: Die Eigenfunktionen g,(x) des Differentialoperators Ly = —y” zu den
Randbedingungen y(0) = y(1) = 0 sind gegeben durch

Un(z) = sin(nrx), n=12...



Kapitel 2

Funktionentheorie

2.1 Allgemeines iiber komplexe Zahlen

Beispiel 2.1.1 Schreiben Sie die folgenden Zahlen in Polarkoordinaten:

(1) -1, (2) 3, (3) —41, (4) -2+ 2i,
(5) V31, (6) —/27 34, (7) 1—14, (8) 2—1i,
(9) —v2— V21, (10) 2 — 3.

Beispiel 2.1.2 (a) Fiihren Sie die folgenden Operationen durch:

(1) (-2+20)-(1-9), 0 e
(3) (1—9)°, (4) (=24 24)".

(b) Fiihren Sie folgende Operationen graphisch durch:

(1) (1—14)+(2+349), (2) (—\/4_,—\/52')—(—\/5+3\/§i>,
(3) (=2+24)-(1—1), (4) —2_+227;‘

Beispiel 2.1.3 Finden Sie alle z € C, die die folgenden Relationen erfiillen:

(2) Re(z+2)=—1,

2 +i| = |z — i, 4) |z+2i>1,
(6) 0<Im(z+1)<2n,
(8)

arg (222) =0, 2+ =, 8) |2+ 2i|+ |z —2i] = 6,

21
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Beispiel 2.1.4 Beweisen Sie folgende Behauptungen:

(a) Ist z + 1 € R, so gilt entweder

Imz=0  oder |z] = 1.

(b) Fiir z=cosa+isino, a € R gilt

(1) 2" + L =2cosna, neN,

z

(2) 2" — % =2isinne, neN.
(c) Falls Im (z +w) = 0 = Im (zw), dann gilt entweder
Z=w oder z,w € R.
(d) Rez>0 < |z—1|<|z2+1].
Beispiel 2.1.5 Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Absolutbetrages:
(a) [z] =|—z[= [z,
(b) [z —w| = |w -z,

(c) 2> = |2%| = 27,

1 _
folglich gilt fiir 2 £0: - =
z |z
(d) |zw] = [2] - Jw],
folglich gilt fir w#0: |—|=—,
wl ]

(e) [[z] = fwl [ <]z —w],
() |z = |w| < |z + wl.
Beispiel 2.1.6 Zeigen Sie, dafl die Gleichung
2Z— 25— 2Z=r>—a®>—b?

einen Kreis um zy = a + ¢ b mit dem Radius r darstellt.
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Beispiel 2.1.7 Es seien die Punkte P, und P, durch die Zahlen z; und 25 dar-
gestellt. Zeigen Sie: Gilt |z + 25| = |21 — 22/, so folgt

(1) ZL ist rein imaginér, (2) L PLOP, = 90°.
)

Beispiel 2.1.8 Beweisen Sie: Liegen die Punkte z1, 2o und z3 auf einer Geraden,
so gibt es reelle Konstante «, (3,7, die nicht gleichzeitig verschwinden, mit

az+Bz+v23=0,

wobei a + 8 4 v = 0 gilt.

2.2 Komplexe Funktionen

Beispiel 2.2.1 Welche der folgenden Funktionen sind stetig?

Rez .
W f@=1 Y
0 fir z=0,
(Rez)? )
@) (2) = P fir 2z #0,
0 fir z=0.

Beispiel 2.2.2 (a) Beweisen Sie:
(1) argz = —arg z,

(2) arg (Zl) = argz; — arg zo (mod 27),  z9 # 0.
22

(b) Beweisen Sie, dafl die folgenden Funktionen

(1) f(z)=z fir zeC,
(2) f(z) =argz fir ze€ C/R_,

stetig sind.

Beispiel 2.2.3 Ist die Funktion f(z) = % fiir || < 1 stetig? Ist sie dort auch
gleichméBig stetig?
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Beispiel 2.2.4 Uberpriifen Sie die Stetigkeit folgender komplexwertiger Funk-
tionen und geben Sie den maximalen Definitionsbereich an:

7, Imz <0,
1. f(2) =4 3—ImzRez, 0<Imz<b5,
3—5Rez+7(5—Imz2)|z[*, 5<Imz,

Beispiel 2.2.5 Sind die Funktionen

Lf5)=1e, et
2. f(2) =Rez, =z€C,

3. f(z) =argz, ze€C/R_,

stetig differenzierbar?

Hinweis: Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichungen.

Beispiel 2.2.6 Uberpriifen Sie die Differenzierbarkeit der folgenden Funktionen:
(a) Ohne Zuhilfenahme der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen:
f(z) = |zl
(b) Mit Hilfe der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen:

(1) f(z) = 32’y +iday?,
(2) f(z) = a' =62 +y' +4i(a’y — xy’).

(c) Mit Hilfe der Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen in Polarform:
f(r, @) = r*(cos 2¢ + isin 2p).

Beispiel 2.2.7 Uberpriifen Sie, ob die folgenden Funktionen an z = 0 analytisch
sind:
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1. f(z) =Imz+1i Rez,

-1/z
2 10=15 120

Beispiel 2.2.8 (a) Zeigen Sie:
Sei f: € — C differenzierbar an z = 2, dann ist f auch stetig an z.

(b) Zeigen Sie:
Sei f: € — C analytisch und gelte f(z) € R, Vz € C, so ist f konstant.

Hinweis: Cauchy-Riemann’sche Differentialgleichungen.

Beispiel 2.2.9 Fiir w = f(z) := 1= finden Sie 2* auf zwei verschiedene Arten.
Ist f(z) ganz?
2.3 Elementare Funktionen

Beispiel 2.3.1 Berechnen Sie die folgenden Ausdriicke:

(1) V4—6i, (2) logt, (3) log v/—1,
(4) i, (5) (1+4)",  (6) arcsin .

Beispiel 2.3.2 (a) Berechnen Sie alle Nullstellen von cosh z und sinh z.
(b) Zeigen Sie die Zusammenhénge

coshiz =cosz und sinhiz =isinz.
(c¢) Finden Sie die Nullstellen von sin z und cos z.

Beispiel 2.3.3 Zeigen Sie, dafl die Abbildungen

1. z—cosz: C— C,

2. z—sinz: C— C,

surjektiv sind. Sind diese Abbildungen sogar bijektiv?
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Beispiel 2.3.4 Untersuchen Sie die Giiltigkeit der aus dem Reellen bekannten
Rechenregeln der Potenzfunktion auf Giiltigkeit im Komplexen:

(a) 20%F = 298, a,eC, ze€ C/R_,
b)) (2% = az*7t, ael, z2zeC/R_,

() (z122)* = 2929, aeC, z2eC/R_, z,2eC/R_.

Beispiel 2.3.5 Zeigen Sie

(a) 62:&37ri _ e2 ’
(b) e2' =i,
(C) €2+47” pE %

Berechnen Sie

(d) tan~*(2i) ,
(e) cosh™'(—1),
(f) Inv/i .

Beispiel 2.3.6 Beweisen Sie

(a) sin®z +cos’z=1, VzeC,

(b) sin(z; + 2z2) = sinz; cos z + cos z; sinze, V21,2 € C,

(c) sin(—z) = —sinz, VzeC,

(d) siniz =i sinhz, VzeC.

Beispiel 2.3.7 (a) Leiten Sie die folgende Definition des Hauptzweiges der In-
versen der Cotangens—Funktion her:

1 .
arccot z := —In (Z+Z,), z # +i.
21 z—1

(b) Berechnen Sie i ™"
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Beispiel 2.3.8 Es seien f(z) und g(z) analytisch in zy und f(z9) = g(z0) = 0.
Weiters gelte ¢'(z9) # 0. Dann gilt die Regel von de [’Hospital:

) _ f(z0)
() ()

Berechnen Sie mit Hilfe der Regel von de I'Hospital die Grenzwerte folgender

komplexer Funktionen:

1 —cosz
1. lim ——
2—0 sz

. _im/3 Z )
+ e (53)

3. lim(cos z)"/%.

z—0

Beispiel 2.3.9 Finden Sie alle z € C fiir die
(a) |sinz| =1,
(b) |cosz| =1

gilt.

Beispiel 2.3.10 Beim ,,Schrodinger® wird iiber den Satz von Picard diskutiert:

Satz (Picard): Sei f : C — C eine nicht-konstante analytische Funktion. Dann
ist das Bild (die Wertemenge) von f entweder ganz C oder C mit Ausnahme eines
einzigen Punktes.

Willi sagt: ,Der Satz gilt nicht! Betrachten wir die Funktion e¢ =: f(z). Dann
nimmt f(z) den Wert Null nicht an, da e* # 0 fiir alle z € C gilt. Auflerdem
nimmt e den Wert ¢® = 1 nicht an, da e* # 0 gilt (e¢ # e® = 1,Vz ). Es
gilt aber nun, da e als Zusammensetzung analytischer Funktinen analytisch
ist. Wir haben also eine analytische Funktion, die die beiden Werte 0 und 1 nicht
annimmt.“ Maja denkt kurz nach und sagt: ,,Der Satz ist giiltig. Du argumentierst
falsch!“ Wer hat recht, Willi oder Maja?

Beispiel 2.3.11 Finden Sie eine gebrochene lineare Transformation
az+b

w(z) = cz+d
so, dal w(—i) = —1, w(0) =i, w(i) = 1 gilt.
In welche Kurve wird durch diese Abbildung die y—Achse iibergefiihrt?
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Beispiel 2.3.12 Bestimmen Sie das Bild des durch x = 0, y = 0, z = 2 und
y = 1 festgelegten Gebietes GG in der z—Ebene unter der Abbildung

(a) w=+2e"™4z,

(b) w=+2e"*z + (1 —2i).

Fertigen Sie in beiden Fillen eine Skizze an.

2.4 Komplexe Integration
Beispiel 2.4.1 Verifizieren Sie den Satz von Cauchy fiir die Funktion
f(z) =sin2z

und die Kurve C', die das Quadrat mit den Eckpunkten 1 + 4, —1 4 ¢ berandet.

Beispiel 2.4.2 Berechnen Sie

/ |z| dz indem Sie den Weg

(1) geradlinig, entlang der y—Achse,
(2) ldngs der linken,

(3) ldngs der rechten Hélfte des Randes des Einheitskreises mit dem Mittel-
punkt im Ursprung,

wahlen.

Beispiel 2.4.3 Berechnen Sie

7{ me “dz,

c

wobei C' das Quadrat mit den Ecken zg =0, 21 = 1, 290 = 1 + 4, 23 = 1 ist.
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Beispiel 2.4.4 (a) Beweisen Sie, daf auch im Komplexen die Formel fiir par-
tielle Integration gilt:

/ F(2)G'(2)dz = F(2) G(z2) — / F'(2) G(2) dz.
(b) Beniitzen Sie diese Formel um die folgenden Integrale zu berechnen:
1
(1) [ ze*dz, [ ze**dz,
0
2
(2) [ 2?sindzdz, [ 2?sindzdz,
0
(3) [ (2+2)e*dz entlang der Parabel %y = 22 von (0, 0) bis (7, 1).

c

Beispiel 2.4.5 (a) Berechnen Sie

dz,

j{ sin(72?) + cos(mz?)
(z—1)(z—2)

wobei C' die Kreislinie C' = {z € C; |z| = 3} ist.

(b) Zeigen Sie

1 7{ et J -
— 2 = sint,
27ric 2241

wenn t > 0 und C die Kreislinie C' = {z € C; |z| = 3} ist.

Beispiel 2.4.6 Berechnen Sie

1
L j{ cgswz dz.
22 —1

wobei

1. C ein Rechteck mit den Eckpunkten 2 4+, —2 £ 1,

2. C ein Rechteck mit den Eckpunkten +i, 2 4 1,

1st.
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Beispiel 2.4.7 (a) Berechnen Sie

eiz
§
C
wobei C' der Kreis C' := {z € C; |z| = 2} ist.
(b) Berechnen Sie
% cosz .
2 7
J z(22 + 8)
wobei C' das Quadrat mit den Eckpunkten 2 4 2, —2 + 27 ist.

Beispiel 2.4.8 Berechnen Sie

sin® z
(a)jz—ﬁ/(idz’ C—{ZE@, ‘Z|_1}7

@)jC:fJbgw, C—{zeC |z| =1},

632
— L |z — 1] = 4} baw.
“)fz—mﬁh’ C=1{zeC; |z—1| =4} baw

C={z€C; |z—2|+|z+ 2| =6}

2.5 Potenzreihen

Beispiel 2.5.1 Berechnen Sie

0 % G

2y ——

—in(n+1)

Hinweis: Fir eine komplexe, geometrische Reihe

Sp=3 ¢ =1+q+¢@+...+q¢", q€C,
k=0

1— n+1
gilt S, = — 1 —
lL—gq
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Beispiel 2.5.2 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihe
Z akzk
k=1

fiir

1
1.@]{:@, pE]N,

k!
= ﬁ’

3. ap = k’lnk.

2. ag

Beispiel 2.5.3 Um eine Aussage iiber die Konvergenz (absolute Konvergenz) ei-

ner komplexen Reihe > 2z, zu machen, kann man spezielle Kriterien beniitzen.
n=1

So wie im Reellen gelten auch hier das Quotientenkriterium und das Wurzelkri-

terium.
Finden Sie das Konvergenzgebiet der Reihe

> (z+2)~!
(1) > (4 1)

n=1

@) ignlng z+1)"‘

= z—1

Beispiel 2.5.4 Entwickeln Sie die Funktion

- (12)

—z

in eine Taylorreihe um z = 0 und bestimmen Sie den Konvergenzradius.

Hinweits: ln% =1Ina—1Inb.

Beispiel 2.5.5 Geben Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen an:
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i \V2n + 3y/n o

~ 3nlnn

Beispiel 2.5.6 (a) Beweisen Sie, da§ die Reihe
Z (1—2)
fur |z] < 1 konvergiert und bestimmen Sie die Summe.

(b) Beweisen Sie, dafi die Reihe aus (a) gleichmdfig gegen die berechnete Sum-
me konvergiert, wenn |z| < 3 gilt.

Beispiel 2.5.7 Berechnen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

| Z5
n=1 n!
0 |
n
3. Z 2"
n—1
n:ln

Beispiel 2.5.8 Fiir > > z zeigen Sie, dafl diese Reihe fiir z = 1 divergiert,
aber fiir alle z # 1 mit |z| = 1 konvergiert!

Hinweis: Beniitzen Sie das Cauchy’sche Konvergenzkriterium und schétzen Sie
(1—z)2r, = ab.

2.6 Laurentreihen, Residuensatz

Beispiel 2.6.1 Bestimmen Sie Art und Lage der singuléren Stellen fiir jede der

folgenden Funktionen:

1 — coshz

1) ———,

z

223 — 2+ 1
B Py P Py i
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(3) e M1,

Beispiel 2.6.2 Bestimmen Sie die Residuen der folgenden Funktionen:

Z@Zt

(2) o teR.

(1) cot z,

Beispiel 2.6.3 (a) Ermitteln Sie die Singularitéiten und das Verhalten im Un-
endlichen fiir die folgenden Funktionen:

1 z 1
l) ——— 2) —— 3) cot z — —.
O @ Geta-s
(b) Bestimmen Sie die Residuen folgender Funktionen:
1 2z +1 sin 2z z+1
1) 23 — (2) =¥——— 4 .
()Z 0082_27 ()22_2_27 (3) sz()zg_z_z

Beispiel 2.6.4 Entwickeln Sie die Funktionen
CoS 2 1 1
(1) —~

2) ———— 3) sin(—
Y @apo @se0).
in eine Laurentreihe um z = 0. Bestimmen Sie die Residuen und die Hauptteile

z
der Funktionen.

Beispiel 2.6.5 Beweisen Sie:

(a) Die Funktion g(z) habe eine m-fache Nullstelle an der Stelle z = z5. Dann
hat % einen einfachen Pol an z = zy mit Residuum m.

(b) Die Funktion g(z) habe an der Stelle z = 2, einen Pol der Ordnung m.
Dann hat %/ einen einfachen Pol an z = zy mit Residuum —m.

Beispiel 2.6.6 Entwickeln Sie die Funktion

1
(z—1) (2—2)

£l2) = -

im Inneren des Kreisringes {z € C; 1< |z| <2} in ihre Laurentreihe beziiglich des
Entwicklungspunktes z; = 0.

Beispiel 2.6.7 Die Funktion f(z) habe an zy=0 einen Pol der Ordnung k&, und
es sei p(z) ein Polynom vom Grad n. Zeigen Sie, daf die Funktion ¢(z) := p(f(%2))
an 29 =0 einen Pol der Ordnung nk hat.



34 [2] Funktionentheorie

Beispiel 2.6.8 Entwickeln Sie die Funktion f(z) = ﬁ

(a) in eine Taylorreihe um zy = 0,

(b) in eine Laurentreihe um zy = i,

und geben Sie jeweils das Konvergenzgebiet an. Bestimmen Sie das Residuum
von f an der Stelle zy = 1.

Beispiel 2.6.9 Die Laurentreihe fiir cot z lautet:

Lol 12 g
cotz=—-——-2——2"— —2"—---
z 3 45 945

Mit Hilfe der Beziehungen

cosz = cosh(iz),
isinz = sinh(iz),
zeigen Sie
coth z = 7 cot(iz)

und berechnen damit die ersten vier Glieder der Laurentreihe von coth z.

Beispiel 2.6.10 Berechnen Sie

cot z coth z
es ————.
Z0=0 23

Beispiel 2.6.11 Die Funktionen g(z) und h(z) seien in einer Umgebung von zj
analytisch und es gelte g(zg) # 0, h(z9) =0 und h'(zo) # 0. Betrachten Sie die
Funktion f(2) := g(z)/h(z) und zeigen Sie:

(a) Die Funktion f(z) hat an der Stelle 2z einen Pol 1. Ordnung.

(b) Res f(2) =

Geben Sie das Residuum der Funktion f(z) = 1/sinz an den Stellen zg = nm,
nelN, an.
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Beispiel 2.6.12 Ermitteln Sie die singuldren Stellen der Funktion

1 5
_ e
flz) = e

und geben Sie die entsprechenden Residuen in moglichst einfacher Form (Poten-

zen von e) an.

Beispiel 2.6.13 Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe des Residuensatzes:

dz

(1) g{(z—l)z i C:={z€C; |z—1—i| =2},

(2) 7{(6612 C:={z€0; |z| =1, —1<a<l1, me R}

z—ai) (z—1)
Beispiel 2.6.14 Berechnen Sie

(1) 74 tanmz dz, C, ={z€C; |z| =n},
Cn

222 +5 |
(2) f G127 (2 +4) 2 dz, C:={z€C; |z—2i| =1},

(3) — j{ 4 >0
— ¢ ——dz
2mi ) 2(z2+1) 7 ’

wobei C' ein Rechteck mit den Ecken 1 + 24, —1 £ 27 ist.

o 2
Beispiel 2.6.15 Berechnen Sie / Y g
Jo 1+t
Beispiel 2.6.16 Beweisen Sie
(1) / c — dx = 2mie” a>0, Reb>0,
x—1
(2)/ ¢ —dx = 0; a>0, Reb>0.
x +1b

—00
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Beispiel 2.6.17 Beweisen Sie

2m
coS 3 s

/ 5 —4cosp 12

, » .
o : ; e¥4+e™ 24z
Hinweis: Setzen Sie z := €' und cos ¢ = =

2 2
Beispiel 2.6.18 Beweisen Sie
| .
fm [ REED )
R—00 22 +1
I'r

wobei der Integrationsweg I'r in der Abb. 2.1 dargestellt ist.

Abbildung 2.1: Der Integrationsweg I'g

Beispiel 2.6.19 Es ist zu zeigen

[e.e]

1 2
/n(aj ) dr =m In2.
2?2 +1
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(a) Zeigen Sie zuerst, daf§ fiir den Hauptzweig der Logarithmusfunktion die
Identitat

In(z>+1)=In(i+2)+In(i —2) —in
gilt.

(b) Betrachten Sie, siehe Abb. 2.2 fiir C,

| :
j{ n(2z+z)dz
22+ 1

und beniitzen Sie das Ergebnis von Beispiel 2.6.18.

Abbildung 2.2: Der Integrationsweg C'

Beispiel 2.6.20 Berechnen Sie

Hinweis: Integrieren Sie 7{ €_dz iiber die in Abb. 2.3 dargestellten Kurve C' und
c

z
lassen Sie anschliefend R — oo und € — 0 streben.
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Abbildung 2.3: Der Integrationsweg C'

Beispiel 2.6.21 Beweisen Sie den Satz vom logarithmischen Residuum:

Satz: Die Funktion f(z) sei in einem beschrinkten Gebiet G C C differenzierbar
mit Ausnahme endlich vieler Polstellen im Inneren von G. Dann gilt

— fci(mf(z))dz:fjml—fjmk,

271
roc =1 k=1

wobei n die Anzahl der Nullstellen innerhalb von G mit den Vielfachheiten my,
1 <1 <mn, und p die Anzahl der Pole innerhalb von G mit den Ordnungen 1y,
Wie lautet die Formel, falls m; = my =1, VI, k gilt?

Hinweis: Beispiel 2.6.5.

Beispiel 2.6.22 Berechnen Sie
2
COS NY

dop, e(—1,1),
/ 1+ 2acos ¢ + a? 7 ael )

fir allen =0,1,2,....

Hinweis: Residuensatz in geeigneter Weise verwenden.
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T
Beispiel 2.6.23 Berechnen Sie O/szQ)Qd:c.
2 1

Beispiel 2.6.24 Berechnen Sie / dt, a>0b>0.

/ (a + bcost)?

Beispiel 2.6.25 Mit Hilfe des Residuensatzes berechnen Sie

T dr T odr
/ - und / .
~ 6 +1 / 6 +1

indem Sie zuerst das folgende Integral untersuchen

j{ dz
2641
C

Wihlen Sie C wie in Abb. 2.2.

Hinweis: Die Regel von de I'Hospital gilt auch im Komplexen.

2.7 Konforme Abbildungen und harmonische

Funktionen
Beispiel 2.7.1 Unter welchen Voraussetzungen ist die bilineare Abbildung
az+b
w(z) rd ? €

(a) eine analytische Abbildung bzw.
(b) eine konforme Abbildung? Geben Sie den Bildbereich an.

(c) Betrachten Sie w : Coy — €y mit Cy := C U {o0}. Ist diese Abbildung
bijektiv?

Beispiel 2.7.2 Geben

Sie eine Abbildung w(z) an, die das Gebiet {z € C; |z| > 1} konform auf das
Gebiet {z € C; |} —argz| < §} abbildet.

Hinweis: Bilden Sie zuerst {z € C; |z| > 1} auf die Halbebene Re z > 0 konform
ab.
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Beispiel 2.7.3 Gegeben sei
u(z,y) = e “(rsiny — ycosy).
(a) Zeigen Sie, daB
Pu  u

922 o2
gilt, d.h., u(z,y) harmonisch ist.

=0, VY(z,y) € R?

(b) Finden Sie ein v(z,y), sodal f(z) = f(x,y) := u + v analytisch ist.

Beispiel 2.7.4 (a) Beweisen Sie: Ist 2, ein fixer Punkt im oberen Teil der
GaufB’schen Zahlenebene (Im zy > 0), so bildet die Transformation

w(z) = e (

die obere Hilfte der Gauf3’schen Zahlenebene auf das Innere des Einheits-
kreises ab.

zZ— 20

), 60 € R

Z— 2

(b) Geben Sie eine bilineare Abbildung an, die die obere Hélfte der Gauf’schen
Zahlenebene auf das Innere des Einheitskreises abbildet und fiir die

w(i) =0, w(oo) = —1

gilt.

Beispiel 2.7.5 (a) Zeigen Sie, daBl f(z) = f(z,y) = 2* — y* + 2y harmonisch
ist.

(b) Zeigen Sie, daB die Funktion f aus (a) harmonisch in der w—-Ebene unter
der Transformation z = w? ist.

Hinweis: Es ist zu zeigen, dafl mit f(u,v) = f(w?),

*f  0*f 2
w"—w—o, V(U,U)EIR

gilt.

Beispiel 2.7.6 Gegeben sei ¢(z) = ¢(x,y). Durch die Transformation f(z) =
f(z +1iy) = u+iv = w geht das Paar (z,y) in das Paar (u,v) und die Funktion
o(x,y) in p(x(u,v),y(u,v)) tber. Zeigen Sie

2o 0%p

P 0%
Ox? + oy? £()l <8u2 + 8v2> ’

falls f analytisch und f’(z) # 0 ist.
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Beispiel 2.7.7 Zeigen Sie, dafl die Funktinen u und v,
u+iv =In(z — a), z e C\{a}, aeR

harmonisch sind. Dabei bezeichnet ,In“ den Hauptzweig der Logarithmusfunkti-
on.

Die folgenden Beispiele 2.7.8 — 2.7.11 beschéftigen sich mit der Losung des Di-
richlet—Problems. Deshalb wiederholen wir hier zwei wichtige Aussagen, die wir
benotigen, um diese Aufgaben zu 16sen.

Das Dirichlet—Problem auf dem Einheitskreis. Die Formel von Poisson.

Es sei BUOJB der Einheitskreis. Eine Funktion, die im Inneren des Kreises B har-
monisch ist und auf dem Rand 0B die vorgeschriebenen Werte ug(p), ¢ € [0, 27]
annimmt, ist durch

2m
_ L (1 —72) ug(n) dn
27 ) 1 —2rcos(n—)+r?

u(r, @) (2.1)

gegeben. Ist ug(n) € C[0,27], so ist u € C(BUJIB).

Das Dirichlet—Problem auf der Halbebene.

Eine Funktion, die in der oberen Halbebene, y = Im z > 0, harmonisch ist und
auf der z—Achse die vorgeschriebenen Werte uy(z), x € (—00, 00), annimmt, ist
durch

L7 yuo(n)dn
u(z,y) = — [o Ry p——" (2.2)

gegeben.
Beispiel 2.7.8 Finden Sie die Losung des folgenden Dirichlet—Problems:
Au(z,y) = 0, V(r,y) € R*>mity >0,

1, x>0,
u(z,0) :=ug(x) = { 0 <0,

Hinweis: Wenden Sie die Formel (2.2) an oder iiberlegen Sie direkt.
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Beispiel 2.7.9 Losen Sie das Randwertproblem

Au(r,y) = 0, V(r,y) € R*mity >0,
To, X < —1,
u(z,0) :=up(x) = T, —l<z<l,
T2, T >1,

wobei 7y, 71, T2 gegebene Konstanten sind.

Beispiel 2.7.10 Finden Sie die Losung u(r, ¢) des Dirichlet—Problems auf dem
Einheitskreis, mit der Randbedingung

1, 0<p<m,
0, < <2,

u(L, 9) = uolp) = {

indem Sie den Einheitskreis konform auf die obere Halbebene abbilden, vgl. Bei-
spiel 2.7.4(b), und Aufgabe 2.7.8 beniitzen.

Beispiel 2.7.11 (a) Zeigen Sie, dafl die Funktion

2 2r si
u(r,<p)—7ra1rctan(fiﬁf)7 0<r<l1, 0<¢p<2nm,

im Inneren des Kreises harmonisch ist.

(b) Zeigen Sie

{ 1, 0<p<m,

lim u(r, @) == u(l,¢) = -1 T < <2m.

r—1_

(c) Konnen Sie den obigen Ausdruck fiir u(r, ¢) aus der Poisson’schen Formel
(2.1) herleiten?

Hinweis: Es gilt

/ do 2 . (a —b) tan § N .
= arctan | —————2 const.
a+bcosa a2 — b2 a? — b? 7

falls a® > b2, a,b € R.




Kapitel 3

Integraltransformationen

3.1 Laplace—Transformation

Beispiel 3.1.1 Bestimmen Sie die Laplace-Transformierten folgender Funktio-
nen:

(1) exp(wz)f(z),

(2) f?(x), wobei f Losung des Anfangswertproblems f/(z) = f?(z) + e ™%,
f(0) =1 ist.

Hinweis: Unter (1) und (2) ist gemeint, dal das Ergebnis auf die Laplace—
Transformierte p(s) = L[f(x)] von f zuriickgefiihrt ist.

Beispiel 3.1.2 Berechnen Sie
(1) L]%e™](s),
(2) L[e **sin4z](s),
(3) L[e* coshbz](s),
(4) L[e *(3cos6xr — 5sin6x)](s).

Hinweis: Beispiel 3.1.1(1).

43
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Beispiel 3.1.3 Berechnen Sie

Lt {321—3] (),

2. £ L;z] (2),

Hinweis: Beweisen Sie zuerst

_ 1253

Hinweis: Satz von Borel.

Beispiel 3.1.4 Berechnen Sie

3s+7
52 — 25—3] (z),

6s — 4 }( )
52 — 45+ 20 v

1. £t [
2. L7} [

Beispiel 3.1.5 Berechnen Sie

+1
L || (2).
[(32 + 25 + 2)2] (z)
Hinweis: Finden Sie ein ¢(s) mit

d s+1

&) T st ae

und verwenden Sie die Formel

< Llg()](s) = ~Llrg(@)](s).

Beispiel 3.1.6 Berechnen Sie

()]0
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Hinweis: Finden Sie ein ¢(0) mit

o0

/ p(o)do =1n(s+2) —In(s+ 1)

s

und verwenden Sie die Formel

Zc (9())(0)do = £ [9”] (5).

Beispiel 3.1.7 Losen Sie mit Hilfe der Laplace—Transformation das Randwert-
problem

u(z) — 3u/(x) + 2u(x) = 4e**, u(0) = =3, 4/(0) =5.

Beispiel 3.1.8 Losen Sie das Anfangswertproblem

yi(z) = =17y (x) + 20y2(z) + 3,
yp(x) = 3yi(x) — 6ya(z),
y1(0) = 40,  y9(0) = 20,

mit Hilfe der Laplace—Transformation.

Beispiel 3.1.9 Losen Sie die folgende partielle Differentialgleichung mit Hilfe
der Laplace—Transformation:

Gesucht ist diejenige Funktion u(z,t), die

ou Ou
2 _— = —— — = —3z
5 = B u, u(z,0) = 6e

erfiillt und die fiir alle t >0, x>0 beschrinkt bleibt.

Hinweis: Ahnlich wie man viele gewohnliche Differentialgleichungen mittels La-
place-Transformation auf algebraische Gleichungen zuriickfithren kann, lassen
sich gewisse partielle Differentialgleichungen auf gewhnliche Differentialgleichun-
gen reduzieren. In dem vorliegenden Beispiel denkt man sich die Gleichung fiir
jedes feste x beziiglich ¢ transformiert.



46 [3] Integraltransformationen

3.2 Fourier—Transformation

Beispiel 3.2.1 Stellen Sie die Funktion f(x) := exp(—alz|), x € R; a > 0,
mittels ihres Fourier—Integrals

o [e.o]

f(z) = /a(w) cos(wz) dw + /b(w) sin(wz) dw

0

dar.

Hinweis: Zweimal partiell integrieren.

Beispiel 3.2.2 Berechnen Sie die Fourier-Transformierte von

L, |z|] <a,
f(x) = %, |z| = a,
0, |z|>a,
a fest im R,
Beispiel 3.2.3 Berechnen Sie
/ sin(wa) cos(wz) Jr
w

Hinweis: Beispiel 3.2.2.

Beispiel 3.2.4 (a) Geben Sie die Fourier-Cosinus—Transformierte von

flxy=e"P* B3>0
an.

(b) Mit Hilfe von (a) zeigen Sie

Oocos(ﬁv) T 4
0/v2+a2dv:2ae , a>0, [/>0.

Beispiel 3.2.5 Losen Sie die Integralgleichung

l—w, 0w,
0, w>1,

07 f(@) sin(wa) do = {

nach f(z) auf.
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Beispiel 3.2.6 Gegeben seien die Funktionen g(x) und r(x) und ihre Fourier—
Transformierten G(w) und R(w). Losen Sie die Integralgleichung

y(@) = g(a)+ [ y()r@—v)do (3.1)

nach y(x) auf.

Beispiel 3.2.7 Berechnen Sie y(z) aus der Integralgleichung

7 ( y(wyde 1

= , 0<a<hb.
r—v)2+a® 22+0b “

Beispiel 3.2.8 Berechnen Sie die Inverse Fourier—Transformierte von

e, Rew >0,
Klw,y) = { eV, Rew <0,

wobei y ein positiver reeller Parameter ist.

Beispiel 3.2.9 Leiten Sie die Poisson’sche Formel fiir die obere Halbebene her,
indem Sie mit Hilfe der Fourier-Transformation die Randwertaufgabe

u(z,y) N u(x,y)
0x? Oy?
u(z,0) = ug(x),

=0, —co<xr<o0o, y=>0,

u(z,y)| < const., V(z,y)
16sen.

Hinweis: Von der Fourier-Transformierten p(w,y) := F [u(z,y)] (w), wobei y ein
Parameter und = die Variable in Bezug auf F ist, setzen Sie voraus, daf} sie fiir
grofle Werte von y beschréankt ist. Beniitzen Sie auch das Ergebnis von Beispiel
3.2.8.

Beispiel 3.2.10 Losen Sie das Randwertproblem
Puz,y)  Oulzy)

92 By =0, —x<zr<oo, y=>0
fiir
uy, <0,
0) =
u(,0) { ug, x> 0.

Hinweis: Beispiel 3.2.9.



Kapitel 4

Normierte Riaume, Hilbertriume,
Fourierreihen

4.1 Metrische Riaume

Losung 4.1.1 Es bezeichne ds(z,y) den euklidischen Abstand von x und y. Zu
zeigen sind die Metrikeigenschaften:

(1) d(w,y) 20, d(z,y) =02 =y, YayecR
1. Fall: z,y liegen auf einer Geraden durch xg;

d(l’,y) = d2(l’,y)20
dz,y) = 0&dy(z,y) =0&2=1y

2. Fall: x,y liegen nicht auf einer Geraden durch z;

d(z,y) = do(z,20)+da(y,x0) >0
>0 >0

d(z,y) = 0&dy(z,20) =do(y,20) =02 =y = .

Die Punkte z, y liegen also doch auf einer Geraden durch z, sogar auf
jeder Geraden.

(2) d(z,y) =d(y,z), Yz,y € R?

1. Fall: z,y liegen auf einer Geraden durch xy;

d(ZL’,y) = dQ(xvy) = dg(y,l‘) = d(?/ax)

48
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2. Fall: x,y liegen nicht auf einer Geraden durch xg;
d(gjv y) - dg(flf, l’o) + d?(y7 $0) = d<y7 QZ’)

(3) d(w,y) +d(y,2) 2 d(w,2), Va,y,z€R’

1. Fall: x,y, z liegen auf einer Geraden durch xzg;
d(ZL‘, Z) = dQ(xa Z) < dQ(xvy) + dQ(yv Z) = d(l‘, y) + d(y7 Z)

2. Fall: x,y liegen auf einer Geraden durch g, aber z liegt nicht drauf;

d(z,y) +d(y,z) =da(x,y) + da(y, x0) +d2(z, 20) >

>
> dg(fﬂ,i[)o)‘Fdz(Z',l’o) :d(x,z)

3. Fall: x, z liegen auf einer Geraden durch x(, aber y liegt nicht drauf;

d(ﬂ% y) + d(% Z) dz(% 950) + dz(y, 96’0) + dz(y, 96’0) + dz(Z, 1130) >

> do(w,m0) + da(z,20) = do(z,2) = d(z, 2)
4. Fall: Kein Paar von Punkten aus z, y, z liegt auf einer Geraden durch x;

d(x,y) +d(y, 2) do(x, ) + do(y, o) + dao(y, x0) + da(2, 20) >

> do(x, o) + da(2, ) = da(z,2) = d(z, 2).

O
Losung 4.1.2 1. Die Kugeln der euklidischen Metrik sehen alle &hnlich aus
(vgl. Abb. 4.1).
2. Dies gilt auch fiir die Summenmetrik (vgl. Abb. 4.2).

3. Die Kugeln der diskreten Metrik sind sehr einfach, da

() (6} o) e

gilt. Also

(o) G e () ()

4. Wir nehmen an, daf} ,, Paris“ im Ursprung liegt. Wenn der Mittelpunkt der
Kugel ,,Paris“ ist, sehen die Kugeln aus, wie bei der euklidischen Metrik,

siche U; und Uy mit g = (8).
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Abbildung 4.1: Die Kugeln der euklidischen Metrik

Abbildung 4.2: Die Kugeln der Betragssummen—Metrik
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Abbildung 4.3: Die Kugeln der Metrik des franzosischen Eisenbahnsystems

Doch ist der Mittelpunkt der Kugel nicht ,,Paris“, so sehen die Kugeln
anders aus. Ist der Abstand Mittelpunkt—, Paris“ grofier oder gleich dem
Kugelradius, so entartet die Kugel zu einer Strecke, siehe U, ((8)) in Abb.
4.3.

Definiert man die Norm von z als
[z]| == da(z,0),
so ist die Eigenschaft
M| = Al [Jz]], YA€R undzeR?

nicht erfiillt. Gegenbeispiel:
Es sei x = (1) und A = 2. Dann ist

OO

Jede Norm definiert zwar eine Metrik, vgl. Skriptum, aber nicht umgekehrt!

Losung 4.1.3 1. Untersuchung von {Xe,} N
Die Folge konvergiert in beiden Metriken gegen die konstante Folge
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(0), . = (0,0,0,..):
e (ont) = gl Ge), - 0

1 1
= ‘_0:<€ firn > —,
n n

€
1 = 1/1
“fot) - £l

11 1
= ‘—0‘:<€ firn > —.
n! nn! €

2. Untersuchung von {e,}, _N:
Die Folge konvergiert beziiglich d, nicht, aber beziiglich d’" gegen (0), /-
Die Folge {e,}, N konvergiert nicht beziiglich d.,, da sie keine Cauchy—
Folge ist:

nkelN, n#k =

doo (nser) = sup |(€n)m — (ex)m| =
melN
= Sup((O,...,O,\—/_l/,O,...,O,\l/,O,...)) =1,
k—te n—te
Stelle

d.h., dw(en, ex) wird nicht beliebig klein.
Die Folge {e, }, N konvergiert gegen 0 beziiglich d':

d (e,,0) = i; —(0),] =

1 1 1
= —|]1—0\ <€ firn > —.
€

3. Untersuchung von {nle,} _N:
Die Folge konvergiert beziiglich keiner der beiden Metriken, da keine
Cauchy-Folge vorliegt. Beziiglich dw, ist {n!e,}, N sogar unbeschrinkt.

de (Nlen, kley) = sup |(nle,),, — (Klek), | =
melN

= sup((0,...,0,—kL0,...,0,n!,0,...)) =
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= max(nl, k!),
wird also sehr grofi!
> 1
d (nley, kler) = > —|(nley),, — (Klek),| =
= ml
1 1
nl = 0] — +10—K| 5 =1+1=2
Losung 4.1.4 d(z,y) >0, Va,y € R"; doo(z,y) =0z =1y
Es seien x,y, z beliebig im IR", dann gilt:
doo(z,y) = max (|x1 — w1, .., |Tn — yn|) >0,
da |z —ye| >0, V1 <k <n.
doo(z,y) =0 < max(|z1 —wil,.- -, |Tn —yn]|) = 0=
|z, — el =0, V1<k<ne&e
Tr=1yYs, VI<k<nszxz=y.
doo(w,y) = do(y, ¥), Yo,y € R™
Es seien x,y beliebig im IR", dann gilt:
dOO('Tuy> = max(|a:1 - ylla SRR ’xn - yn|) =
= max (jy1 — 21|, -+, [Yn — Tn|) = doo(y, x).
doo(T,y) + doo(y, 2) > doo(, 2), Va,y,2 € R™
Es seien x,y, z beliebig im IR", dann gilt:
doo(z,y) + doo(y, 2) = max(|zy — 1], |20 —ynl) +
+ max(|y1 - Zl‘a ) |yn - Zn’) 2
> max (lz1 —yi| + [yr — 21l, - [T — Yal + |yn — 20]) >
>y —21] >|xn—2n|
> max(|z1 — 21, ..., [T — 20]) = doo(2, 2).

Losung 4.1.5 Die Metrikeigenschaften d'(z,y) > 0,Vz,y;d' (z,y) =0z =y
und d'(z,y) = d'(y,z), Y,y sind offensichtlich erfiillt. Fiir die Dreiecksunglei-

chung betrachte man die Abbildung

,  R"-RT,
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die monoton wachsend (differenzieren) ist.
Sei s =d(z,y), t =d(y, z) und u = d(z, 2), so ist zu zeigen

S t U

d d =
@) +d 09 = T T 2 o

=d(z,2), Vz,y,z.

Es gilt

S t s+1t+ st st

+ + >
1+s 1+t l1+s+t+st 1+s+t+ st

s+t+ st S U
l4+s+t+st  1+u’

da s+t > w und damit s + ¢+ st > u, d.h., d'(z,y) ist eine Metrik.

Aquivalenz:

1. d(z,y) > d(z,y), Yo,y = Ug(xo) - Ug/(azo), Vo € R",Vz € X; also
enthélt jede d'—Kugel eine d-Kugel.

2. Sei U g(:vo) eine d-Kugel, dann gilt

U%_(zo) C Ug(xo),

1+o

und damit ist d dquivalent zu d':

, 0 d(x,xo) 0
e U4, = d'(r,20) < & < =
7€ Ui loo) = dlemo) S o O T i w) S T4 o

d(z,z0) < 0, wegen der Monotonie von v — - =

z € Ul(wo).

Losung 4.1.6  (a) Wir betrachten die Menge A = Q N[0, 1].
RdA=1[0,1] # Rd(Rd A) = Rd([0,1]) = {0,1}.
Die Aussage gilt nicht, weil A keine inneren Punkte hat, A° = ().

(b) Wir zeigen Rd (A) = Rd A. Dazu beniitzen wir folgende Aussage:

r € RAM < in jeder offenen Umgebung von x liegen Punkte

y1 € M°und yo € (M)°.
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z € Rd A, U offene Umgebung von z < in U liegen Punkte y; € A° = (A)°

und yp € (A)° = (A)°=x € Rd(A). 0

Wir zeigen RdA = Rd A. Es gilt RdA C Rd A.

Es sei # € RdA. Dann ist z ein Beriihrungspunkt von Rd A. Nach der
Definition ist Rd A = A\ A° mit A° C A.

Angenommen = ¢ RdA < x € A°, d.h., 3 eine offene Ungebung U von z,
die ganz in A° liegt (< UN Rd A = (). Dies ist aber ein Widerspruch zu ,,z
ist Berithrungspunkt von Rd A“. Folglich ist = ¢ Rd A falsch und x € Rd A
gilt. Dann ist aber Rd A C Rd A und Rd A = Rd A.

Wir kénnen auch dquivalenterweise den Rd A als RdA = (A°)°\(A)¢ mit

(A)¢ C (A°)¢ definieren. In diesem Fall ist die Argumentation mit Hilfe der

aufleren Punkte (A)°¢ analog. O

(c) Wir betrachten A =QnN[0,1]. A°=0 = Ae=0=# (A)°=(0,1).

Losung 4.1.7 Es sei zg € [0, 1]. Wir zeigen, dal f im Punkt z stetig ist, d.h.,
Ve>0 3d(e) >0 mit

Vo, |r—zo| <0 = |f(x)— f(zo)| <e.

Beweis:
|f(x) = flzo)| = [f(z) = falz) + fu(z) = fal20) + fulzo) — f(z0)| <
< |f@) = fol@)] + [ fa(@) = ful@o)[+ | falzo) — flao)| <e.
<35 <5 <5
fir va>N (%) fiir v z mit fiir va>N(%)
|z —zq| <o
wegen der glm. wegen der wegen der glm.
Konvergenz von fn, Stetigkeit von fy, Konvergenz von fy,

Losung 4.1.8 / Fr)dt = ful@) — f,(0), Vzel0,l] =
0

n—oo

lim [ fo0dt = [ g(t)dt = G@) = G(O0) = f(z) = f(0) =
’ T ’ T 3G(z) in C[0,1], da g(t) stetig

wegen der glm. Konvergenz

= fin C'0,1] und g(z) = f'(x), V. O
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4.2 Banachriume, L’-Riume

Losung 4.2.1 Siehe Abbildungen 4.4, 4.5 und 4.6.

Abbildung 4.4: Einheitssphéren bzgl. der || - ||;~Norm fiir n =2 und n =3



[4.2] Banachriume, LP-Riume 57

Abbildung 4.5: Einheitssphéren bzgl. der || - ||o-Norm fiir n =2 und n =3

Losung 4.2.2 || - ||1,]| - ||2: Nach dem allgemeinen Resultat aus dem Skriptum
folgt sofort mit p = 2

lzll2 < fllly < v/nllz(l2.

Zur Ubung fithren wir den Beweis durch:

N|=

<§: |$i|2>; < (i 2] - Enj |~”Uz"> =

i=1 =1 =1

- Yl = (3 1)§ > mr?)é -

i=1 =1

Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung

- v (3 w)%@

i=1
llzll2 < ll2lls < Vnllz|l2
[ s [ Hoe:
1
n ) 5
max |z;| < <Z || ) < \/ﬁlr%ag; |z;| &

1<i<
=t=n i=1

2]l < [l2ll2 < Vnll2||o
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Abbildung 4.6: Einheitssphéren bzgl. der || - ||ooc—Norm fiir n = 2 und n = 3

[| - []1,]] - ||oo: Auch hier folgt das Resultat aus der allgemeinen Aussage. Man
rechnet das Ergebnis auch sehr leicht nach:

n
112%%1 |z;| < ; lz;| < "112?5% |z;| <

|2lloe < ffls < nffa]]o0
Losung 4.2.3 (a) Da die Matrix A eine lineare Abbildung A : IR?* — IR? ist,
sind die Bilder von Geraden wieder Gerade. Beziiglich der ||-||;—und ||-||oo—

Norm geniigt es deshalb, die Bilder von drei Ecken der Einheitssphére unter
A zu finden (Abb. 4.7).

Das Bild des Einheitskreises ist eine Ellipse. Man findet die Langen der
Halbachsen und die Winkel, die sie mit der z—Achse schliefen, indem man
die folgende Min-Max Aufgabe 16st:

)~ A () (o) + ) — Min Max, 0<p <o
us(p)) T \sing

(b) Wir zeigen zuerst, dafl ||Al|o < max Zl |la;;| gilt.
<isn =

Es sei x € IR™. Dann ist

n n
|Az||e = max JZ::I |agjz;| < max (; |a] - max \$j|) =
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a1 = A () 1=A() e =A%), 21017
ay = A(}) =A(}) e =A(527), o = 2.588
0
@ =A () - A( )
1Al =3 Al = 2.5 [14]l2 = 2.56
Abbildung 4.7: Die Normen || - [[1,[| - [loc und [| - [|> fiir die lineare Abbildung

A: R*— R?
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n

- (m > m-\) lol oo

lAll = max || Az]] < max Z 4.

[|#]|oo=1
Das bedeutet, dafl die maximale Streckung der Vektoren der Einheitssphére,
l|z]|oo = 1, und damit || A||s, nicht grofer als max Z la;;| ist. Nennen wir

1o jene Zeile von A fiir die Z la,;| = max Z la;;| gilt.
7=1

Wir konstruieren nun ein 2° € IR", so dafl ||A||oo = ||A2?|| gilt, nimlich

1 falls a;,; >0
0.__ ) 0] = o .
T; = { 1 falls aiZj <0 = Qi T = |aiy], V1 < j <n.
n
Damit existiert ein 2° € R" mit ||A|e = [[A42°]|0c = D |ai;|, das Maxi-
j=1
mum wird angenommen und es folgt (1.1).

Losung 4.2.4 Es seien 71,29 € S = ||z1|| < 1, ||z2f] < 1;

telo,1]: (1 —=t)zq +taa]] < |1 —t] [|zo|| +[E] [|z2f] < A=) +t=1. O
<1 <1

Losung 4.2.5 (a) Der punktweise Grenzwert der Folge ist, siche Abb. 4.8,

. {Qfm0§x<L
Tr =

li "=
%t 1, firz=1.

n—oo

(1) «* € L2[0,1] /(ﬁ)2 dp =0 < o0,

$2n+1

2n+1

L 1
o 2n+1

1
(2) Vn,z" € L*0,1] : / " dy = < 00,
0

1

(3) lim [|2" — =z ||L2—nhm /|x — P du = Jim /xQ”d,u:

n—00
0

$2n+1 1 . 1

= lim =
g "o 2n41

= lim
n—oo 2n + 1

Y

d.h., die Folge konvergiert in L*([0,1]) gegen x*.
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Abbildung 4.8: Die Funktion x* aus Beispiel 4.2.5 und zwei Funktionen der Folge
{fn},cIN aus Beispiel 4.2.6

(b) (1) Sein € IN fest:

[e.e]
[e.o]

1allsr = [ 1faldi = [ /e = =™ —n< o0 =
0
0 0

fn € L'([0,0¢]), ¥n € N, n fest.

(2) Es sei z fest. Dann ist der punktweise Grenzwert von {f.} N,
lim fo(z) =1= f*(z) ¢ L'([0,00)),

d.h., der punktweise Grenzwert von { f,}, N liegt nicht in L'([0, 00)).
Wir zeigen noch, dal diese Folge keine Cauchy—-Folge ist und somit
nicht in L'([0, 00)) konvergieren kann: 0.B.d.A. sein >m =

o0

an—meLl = /‘fn_fm’d,u:/ <€7m/n—€7z/m> dx =
0 0

=n—-m>1, Vn#m=
0

= —ne M pme/m

{fn},cIN keine Cauchy-Folge.

b
Losung 4.2.6  (a) (Cla, 0], || -[1), ||f||1=/ [f(@)]dz; a=-=2,b=2;
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Ist {fu}, N eine Cauchy-Folge?
Es sei n > m, vgl. Abb. 4.8. Dann ist

2 1/m
Ufa = falli= [ 1) = fu@lldr = [ [fule) = funlo)] dr < = &
-2 —-1/m <1,Vn,m

2 21 _ 2
| fo— finllh £ — <& Vn,m > N(e) mit N(e) := ’V—‘zé
m el T e
{fn},cIN ist eine Cauchy—Folge.

(b) (Cla, b [ [lso) s [Ifllse = sUPzepapy If(2)], @ = =2, b = 2; Es sei n > m.
Dann gilt

W fn = fullso = sup  |ful@) = fu(z)| =1 — % > 0.

z€[—2,2]

1
Fiir n = 2m gilt: 1 — m_ 5 und damit wird || f, — fin||eo nicht klein, d.h.,
n

{fn},eIN ist keine Cauchy-Folge beziiglich der || - ||o—Norm.

Losung 4.2.7 Es ist zu zeigen:
Ve >0 3dN(e) : Vn,m > N(e), ||z, — xal1 < e.

Es sei m > n. Dann sind die Funktionen z,,(t), z,(t) und |x,,(t) — x,(t)| wie in

der Abb. 4.9.

1
Zm — 2ol = /|xm(t)—xn(t)|dt:
—1

5 1<1 1 )<1 n>+1 2 ( )
—= . — _—— _— — . m —n) =
2\n n+m m 2 n+m

_ 2
- 2<m ”):2(1— n )
n-—+m m-+n

Wiéhlt man m = 2n, dann gilt

2 2
|Tm — xp]|1 = 2 (1 - 32) =3= const !
fiir beliebig groBe m und n. Die Folge ist keine Cauchy-Folge beziiglich der || - |-

Norm.
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Abbildung 4.9: Zwei Funktionen x,,(t) und x,(t) fir m > n.

Losung 4.2.8 Es sei m > n. Dann gilt

3\’—‘
S\H

Ji+ Lttt (\/t+ +/t+ )

2 1
CREYE

11
Ji+L o ft+l

IA

i (e )

Daraus folgt

lom = zally = /

0

p
dt <

1
\/t+ \/t—%

0

Variablentransformation: ¢t = 2, dt = % ergibt

) 17 1 ds
||$m —Ian < 7/—77/2; =
i :)

< / ! dt = 1/11dt.
p(t+ 1) Jo(t+ L) e
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n oo

P_q L1

2 2
/ s+1 Sp/2ds < n / 313/2 ds.
0 0

Das uneigentliche Integral existiert fiir 1 < p < 2 und daher ||z, —x, ], < n? vl

Da % — % < 0 ist, kann man den letzten Ausdruck, fiir entsprechend grofie n,

beliebig klein machen.

Losung 4.2.9 1. X ist ein linearer Vektorraum:

fi,fo € X = fi+ fr € Cl0,1] und (fi + f2)(0) = f1(0) + f2(0) =
feX, aeR=afeC0,1] und (af)(0) =« f(0) =

2. || - || ist eine Norm Vv

3. Wir wissen, daf8 (C[0,1], || - [|) ein Banachraum ist. Ist {f,(7)}, n eine
Cauchy-Folge in C0, 1], so gibt es ein f(z) € C[0, 1] mit

lin (@) = £(2) & lim [1fu— flloe =0,
Gilt noch f,(0) =0, Vn € IN, dann hat man

lim ||fn = flle = 0< lim max |fn( )— f(z)|=0<

n—oo n—oo 0<zx

lim |f,(z)— f(z)|=0, Vzel0,1].

n—oo

Esseiz=0=

lim [ £,(0) = f(0)] = [0 = f(0)] = 0= f(0) = 0. =

n—oo

Losung 4.2.10 Esist (M, ||-||) ein normierter Raum. Wir zeigen die Vollstandig-
keit:
Es sei {v,}, N eine Cauchy-Folge in M =

Ve>0 3IN(e): Vn,m>N(e) |lv,— vl <e.

Die Folge {Un}ne]N ist aber auch eine Cauchy-Folge in X und da X vollstdndig
ist, gibt es ein v € X mit

lim v, =v & hm ||on, — vm]| = 0.

n—oo
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Wir zeigen: v ist Grenzwert von {v,,}, v im Raum M, d.h.,

Ve >03M(e), sodaB ||v,, —v|| <e, Vm > M(e) :

fom =[] < [lom =val| + - [Jon =2[| <,
—_— ~——

<5, <5,
Vm,n>Mi(e) Vn>Msy(e)
{vm }ist {vn } konvergiert
Cauchy—Folge gegen v
Vm > max{M(e), My(e)}. Da M = M, liegt v in M. O

Loésung 4.2.11 1. Gegenbeispiel: Es sei f = 1 (# 0) und f € C'la,b] =
| f]| = 0, daher ist ||f]| := max, |f'(x)] keine Norm.

2. e fgeC0,1] =

If +9ll = max {[f(z)+g(z)] + [f'(z) + g'(x)|} <

a<z<b

< max {1f() + £/@)]} + ma {lgw) +g'(a)[} =

a<z<b

= |If1+llgll
e aclR, feC0,1] =
lafll = max {|a f(z)]+|a f(2)]} <

a<lzx<

< max {lallf@)] + lallf @)} = lallf]]
o FEC1L, IIfll = max (/@) +|f @)} =0
@ =1F@|=0 Yrelab = f) =0
T

Stetigkeit von f und f’ O

Lésung 4.2.12  (a) Der Raum (C'[a,b], || - ||1.00) ist ein Banachraum.

Beweis: Vollsténdigkeit: Sei {f,}, .y Cauchy-Folge in || - |[1 00 =
die Folgen f,, und f! sind Cauchy—Folgen in || - || =

fn — f gleichméBig und f — f gleichméfig =

f ist stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

(b) Man sieht sofort, dafl mit der Folge etwas nicht stimmt, denn sie wére auch
ein Gegenbeispiel fiir den Raum (Cla,b], || - ||o0), von dem man wei}, dafl
er ein Banachraum ist.

Willi argumentiert zu oberflachlich:
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e Aus der punktweisen Konvergenz

x € [a,b] fest = lim (z—a)" = f*(z) = { 0, z¢€la,b),

nooo \b—a 1, ==0,

kann man nicht auf die Konvergenz beziiglich der || - ||oc—Norm schlie-
fen. Tatséchlich, gilt hier ! nicht
Tz —a\" N
(b - a) AR

e Diese Folge hat aber einen viel gravierenderen , Schonheitsfehler”. Sie

=0.

. * pr— 1
Jim {|fn = f*[leo = Jim  max

ist keine Cauchy—Folge beziiglich der || - ||o—Norm!
Wire {f,}, . eine Cauchy-Folge, so miifite gelten:

Ve IN(e): VYn,m>N(e) = ||fu— fulloo <&

EssecioBdA . m>n>1 =

(=) -(=2) |-

o — finlle = max

Es gilt
dlz)=0 <& x:a—i-(b—a)-(n)mn;

(rechnen Sie nach!) und damit ist

1= dulle= ()77 = (2)77]

Wiéhlen Sie m = 2n, dann folgt || f, — finlleo = 1/4, VM =2n> 2.
(]

Maja hat recht! Ubrigens ist (C"[a, b], || - ||s) tatséichlich kein Banachraum.

1(’5:2) — [*(x) ist nicht stetig auf [a,b] und damit ist ||f,, — f*||co nicht definiert.
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Losung 4.2.13 Wir definieren

1

F(2)(t) = f(t) + o / sin(t + 2(s)) ds.

0

Dann ist F' eine Abbildung von C[0, 1] auf sich selbst. Die Abschitzung
[F(x)(t) — Fa)(t2)] < [f(t) = ft2)| +
1
+ ol / | sin(ty + 2(s)) — sin(ta + 2(s))| ds <
0

< 1f(t) = fE)] + ol [t — te]

zeigt ndmlich, dal wegen der Stetigkeit von f auch F(z) stetig ist. Weiters gilt
1
|[F(21)(t) = Fz2)(t)] < ol / | sin(t + z1(s)) — sin(t + z2(s))[ ds <
0

1
< ol [ la1(s) = wa(s)l ds < Jol a1 — 22]l,
0

woraus
(1) = F(@2) oo < lo] 21 = 22l

folgt, und damit wegen |po| < 1, dal F' eine Kontraktion ist. Der Banach’sche
Fixpunktsatz liefert das gewiinschte Resultat.

Losung 4.2.14 Die Abbildung F : B — B, definiert durch F(z) = Kz + b ist
wegen
[E (1) = Fa2)l| = K (21 — z2)[| < [[K] [l — 22|

eine Kontraktion. Aus dem Banach’schen Fixpunktsatz folgt die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung. Die Rekursion x,,,1 = F(z,) liefert fiir beliebige Wahl
von x( eine gegen die Losung konvergente Folge. Fiir die Wahl xy = b ist diese
Folge gegeben durch

T, = Z K7b.
§=0

Losung 4.2.15 Linearitét ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt aus

[f (@) = [2'(to)] < sup [z(t)] + sup |2/ ()] = [|z]|1,0c-
a<t<b a<t<b
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Losung 4.2.16 Linearitét ist offensichtlich. Die Stetigkeit folgt aus

a<t<b

@) < [le@lde < sup la(®)] [ dt = (b= a)|all.

Losung 4.2.17 L beschrinkt = ||Lo|lg < M |||y, VoeV =
||Lvy — Lus||y = ||L(v1 — o) ||l < M ||vg — wval|y < e fiir

[lor — vally < % =:0(¢) = L ist stetig.

L stetig. Angenommen L ist nicht beschrinkt =

El{vn}ne]N, v, € V mit ||Lv,|lg > nl|vallv,
Up
nlfonllv
Widerspruch zur Stetigkeit von . = L ist beschréankt. O

setze z, := = ||zn|lv — O aber ||Lz,||v > 1 =

Es sei L beschrankt und

L
IILllp == sup [|[Lv|ly = sup 120lly
llellv=1 lelv0 |[o]lv

M = inf{m e R: ||Lv|ly < ml|v||v}.
Zu zeigen ist M = ||L||p, siche Abb. 4.10.

Abbildung 4.10: Geometrische Interpretation der Zahlen ||L||g und M

l[Lollu
[lvllv

||L|| 5 ist die kleinste obere Schranke fiir , M ist die grofite untere Schranke

[ Lollu
vl

fiir die Zahlen m mit < m.
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Wir zeigen, dal M = ||L||p gilt:
1. ||Ll|lp < M :
M erfillt ||[Lvlly < M ||v|ly, VveV &
ey < A1, Yo eV, |lv]] £0«

llvllv

Lv
[IL||p = Supjpy|j.0 W <M & ||L||p < M.
2. ||Ll[p = M :

Ve>03Jp: ollu o pp oo

llvflv

sup [| Lol
[[v]I£0 o]y

||Ll|lg > M —¢, Ve>0< ||L||p> M.

>M-—-c&

O

Loésung 4.2.18 1. Die Abbildung D : (C'[a,b], || ||e) — (Cla, b],|] - ||0o) ist
linear aber

d
D(f) = =
(n=2;
ist nicht stetig.
(2
Gegenbeispiel: f,(z) := sin(n’z) € C'a,b].
n
Es gilt f,, — 0in || - ||oo, aber Df,(z) = n - cos(n?z) konvergiert nicht in

2. Die Abbildung D : (C'a,b],|| - |1.00) — (Cla,b],|| - ||oo) ist stetig, da sie
beschrankt ist. Es gilt:

1D flloe = I1Floe < 1+ (Il lloo + 11 Mloc) = [1f 111,00,

dhe, (1P a(ctiabik o) (Clab ) = 1-
Beweis: ||D]| <1 ist klar; daf§ ,=* gilt, folgt aus dem folgenden Beispiel:

sin nx cosnx
fn(‘r) - TL2 9 f’;},(aj> - n ) n E ]N
Fiir grofle n kann die Ungleichung
COSNT
IDfulloo = I flle = ax | — —| < M- (|| falloo + [ frlloo) =
_ o <max sin nx 4 max COSTZZE)
a<z<b n2 a<z<b n

fiir M < 1 nicht gelten = M = 1. O
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4.3 Hilbertraume

Losung 4.3.1 1. e (u,u) = T|us|* +3lug|* +4|uz|* >0, Vue €
>0 >0 >0

o (u,u) =0&|u1]? = |us)? = |uz]* =0 u=0.

° (u, U) = TuiUq + 3ugls + 4usvs = Tuv1 + 3Usve + 4TUsv3 =
= Tuviu; + 3o + 4vstus = (U, U), Vu, v € CB.

e Die Linearitét in (u,v) ist klar.

Damit ist (u,v) ein inneres Produkt.

2. Hierdurch wird kein inneres Produkt definiert, da

S\ (- 1
(( 3)( §>>:+0+3—25<0 gilt.
1 1 2

Ein Skalarprodukt miifite aber (u,u) > 0, Yu € € erfiillen.

3. Auch dies definiert kein inneres Produkt.
Gegenbeispiel: ug := (i,1,0)" =

(w0, ug) = ((i)(i)) =+ 124+ 02=—-1+1=0, uy #0!
0 0

Losung 4.3.2
110 Y1
(,y) = (v1,20,23) | 1 1 0 Yo | = (z1 + 22) (1 + y2) + 223y3 =
0 0 2 Ys

(z,2) = (71 + 22)% + 223

und mit z = (=1,1,0)" # 0 folgt (2, z) = 0. Deshalb ist (z,y) kein inneres Pro-
dukt.

Losung 4.3.3

a) Die Definitheit folgt aus
(z,2) = 225 + 23 + (21 — x3)°.

Die anderen Eigenschaften eines inneren Produktes sind offensichtlich auch
erfiillt.
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b) Fiir z € {(1,0,0)}* gilt
((1,0,0),x) = 3z — x5 = 0.

Eine Basis des dadurch bestimmten Unterraumes ist z. B. gegeben durch
{(0,1,0),(1,0,3)}.

Losung 4.3.4

1
2

Hmnzwbwﬁww) VD f € Lo Iflls < o0

(a) Wir zeigen zuerst: f,g € Loy = (f,9) < o0
Bewezs:

o0

< [Ver||[vegldr <

0

g(ﬁd%)(ﬂﬁ@)=Wh@h<m

0 0

(f,9) <I(f;9) =

@) f@)g(w)da

[N

Aus (f, f) = 0 folgt wegen der Stetigkeit von f, daf} f(z) = 0 ist. Die
restlichen Eigenschaften des inneren Produktes sind leicht zu beweisen. O

(b) f € Lioooys 9 € Loy = f+9€E Loy
Beweis:
f € Loy & || fll2 < 00, 9 € Loy < ||gllz <00 =

o0

f+9lli = /w(m) (f(z) + g(x))* dz =

o0

= /wfzdx+2/wfgda:+/w92dx§
0 0 0

< A+ 2111z lllz +1lgl17 < oo

—

(u,0) <[fullr [[ol|L

Losung 4.3.5 1. (u,av) = (av,u) =a(v,u) =a(v,u) =@ (u,v),
Yu,veV, ae (.
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2. (U,U1+U2) = (Ul +02au) = (?}17’&)"’(?}2,'&) = (U’7 U1)+(U,U2), vuvvh/UQ eV.
3. |ul| == 1/(u,u); Esist zu zeigen
o [[utvlf <llull +1]vll, Vu,veV,

o [Mull = A[[ul], VueV,VieC,
o |lul|=0u=0.

Beweis:

o lhu+ol] = yf{ww) + 2Re(ur,0) + (v,0) < (. w) + 2]l 1ol + (v.0)
Cauchy—Schwarz’sche Ungleichung
= |lull +[]oll, Vu,veV,

o |Mul] = /(hu, du) = AX(u,u) = N |lull, VueV, AeC,

o ||ul|=0=/(u,u) = (u,u) =0u=0. O

Losung 4.3.6 o eEMT, Y2 eEM' = Y1+ Y2 eM’

Beweis:

pweEM' & (y,r)=0, VreM
peEM' & (y,x)=0, VreM

(y1+y27$):<ylax)+<y27x) :Oa VwEM

T Linearitit von ()

eyc M, NeR = \ye M’
Beweis:
yEMT &(y,z)=0, VzeM=
Ay,z) =A(y,x) =0, Vze M.
T Linearitit von () (|

Losung 4.3.7 1. [z +yl* + |z —y|? = (e +y, 2 +y) +(r —y,z —y) =
=2(z,2) +2(y,y) =2[|z| + 2[lyl*, Vz,yeV O

1 2 1(+)
zZ— =\
2 y

2. = +2
Tty _m+y> B

2

r—y

1
:2(x—y,x—y)+2<z—

2
2 7T
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= 1) = 5(09) — S0+ 5(59) 4205 2) — (2,2) — (3.2)-
() = (229) + 5 (0 2) 5 @0) + 5(02) + ) =

2 2 2 2
=(z-zz-a)+-yz-y =|lz—z2F+]z—yl’, VayzeV. D
Losung 4.3.8 1. (=) Essei zly<(z,y) = 0. Zu zeigen ist

|z +ayl| > ||z]|, VaeC.
Beweis:

lz+ayl? = (z+ay,z+ay) =
= (z,2)+ (v,ay) + (ay,7) + (ay,ay) =
= ||z + @(z,y) + a(y,z) +oaly|]® =

=0, nach Voraussetzung

= |l2[l* + |l [ly]® > [lz]*, YVaeC«
—_———
>0
lz+ayl|* = ||l2]]*, YaeC.
(<) Essei||lz+ay|| > ||z]|, Ya € C. Es ist zu zeigen, da8 z Ly gilt.

Indirekter Beweis:

Wir nehmen an, dafl z Yy ist und zeigen, dafl dann ein g € C existiert,
mit ||w|| = ||z+ap y|| < ||x]|, was im Widerspruch zur Annahme steht.
Wir 16sen zuerst diese Aufgabe graphisch im IR?, vgl Abb. 4.11.

Man sieht sofort, dal fiir w := o + apy, |[|w|| < ||z|| gilt und fiir o
hat man dann

(z,y)
0=(w,y) = (z,y) +aoly,y) = ao=——70

(,9)

Kehren wir nun zum formalen Beweis (fiir beliebige innere Produkte)

zuriick.

o ()
Wir zeigen: Fiir o := Wy gilt ||z + agy|| < ||x]].
Y,y

|z + aoy||* = ||2]|* + a5 (,y) + ag (y, ) + apapl|y||* =

gl @) @y ) (@) e
= ll=l (y,y)( ) (y,y)< o)+ (v.y) (y,y) il
= ||z 2 (%,y) (:L‘,y) = ||z 2 |(5L‘7y)|2 T 2

>0
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Abbildung 4.11: Graphische Losung im R?

O

2. (=) Esseil zly<(z,y) = 0. Wir zeigen ||z + ayl|| = ||z — ayl|, Ya € C.

Iz + ayl? = (¢ + oy, + ay) = [|z|* + @ (z,y) + a (y, 2) +oally|]*

=0

|z — ay|]® = (z — ay,z — ay) = ||z|]* — @ (z,y) — a (y,z) +aal|y|]?

= ||z + ayl]* = [lo — ayll*,

=0

YVa e C.

(<) Indirekt: Angenommen z fy . Dann gibt es ein ap € C mit

lz + aoyll # [lz — a0 yl|-
Graphische Losung im IR?, vgl Abb. 4.11.

Beweis: Es sei ap 1= —
|z + aoyl|* = [|2|* —
|z — aoyl]® = |||]” +

= |l=I* +

und falls (z,y) # 0 ist |2 + agy||* # ||z — aoy]|*.

(z,9) :

W.y) Dann gilt
[(z,y)]>

lyll*
(y,2) (z,y) (v, 2) (@, 9) 12
(v, v) (=.9) + (v, v) v.2) + (v, 9) (v, 9) Il =
)l

[y |?
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Loésung 4.3.9 V = M + M+, x € V hat die eindeutige Darstellung

r=u4+v, ueM, ve M

P: VoM Q: V- M+

T U )

P*(x) = P(P(z)) = P(u)=u=P(z), VxeV = P*=P,
Q*(2) =Q(Qx) =Q) =v=Q(x), VzeV = Q=0
Qz)=v=x—u=(I—-P)x, VeeV = @Q=I1-P
Analog zeigt man: P-Q =@ - P =0.

Losung 4.3.10 D =0<(z,2) - (y,y) — (z,y) - (y,2) =0<
llz]| - |ly|| = |(z,y)|. Daher geniigt es zu zeigen:

(z,7) - (y,y) = (v,y)* &,y linear abhiingig
(<) Seien z,y linear abhéngig, d.h., y=az =
(r,2) - (az,ax)=a?(z,7)? = (z,az)’
(=) Im Fall (z,2) = 0 ist nichts zu beweisen. Sei also (z,z) # 0. Es gilt:

( (@y) . (&y) x) B G ) i Gt ) N oY )

e T ) (@2)  (z2)  (2,2)
= y= (2,y) -x = z,y sind linear abhéingig. =
(z, )

Losung 4.3.11 Es ist zu zeigen: [? ist ein Vektorraum, der in einer durch ein
inneres Produkt definierten Norm wvollstindig ist.

Vektorraum: e x €12 = Arvcl? )€, leicht.
excllycl? = zt+yel?
Es gilt Vn € IN,

n

Yo(@ity) < Y a2 wyi+ Yy yr <
i=1 i=1 =1

i=1

n n

R+ Y <

i=1 i=1

< 3 +212ll2 - Hyll2 + [yl

IN

Ubergang n — oo liefert das Resultat.
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Inneres Produkt: (z,y) := Y iy

n=1

Bsgilt VnelN, > wy <> 7> v <]l [lyll-

i=1 i=1 i=1

Ubergang n — oo liefert das Resultat (z,y) < oo, Y,y € (2.
Die Eigenschaften der Inneren Produkts sind trivialerweise erfiillt.

Vollstandigkeit: Es sei {x,}, N = {(Tn1,Tn2; - Tnj, .- )}, N eine Cauchy-
Folge in [?, d.h., Ve >0 IN(e):

Z (Tni — Imi)2 < 82, VYn,m> N(e) =

i=1
fur festesi € N: |2 — x| <&, Vn,m > N(e) =
{Tin}, N ist eine Cauchy-Folge in R = lim z;, = z;, Vi€ IN.

n—oo

Wir definieren x = (z,%,...,;,...) und zeigen: z € [* und z,, — x fiir
m — oo in 2.

N
Es gilt Z (Tni — Tmi)? < €%, Fiir n — oo folgt
i=1

2

o0
> (Tni —xmi)? <% VN >N() = D (2 —am)’ < =
=1 =1

Ym =T — Ty erfillt v, € 12 =

T =Ym + Ty € 12 und ||z — 2|2 = [[ym|l2 — 0 fiir m — oo.

Losung 4.3.12 Es sei X = [? = {a = (a1,0a9,...), a; € R; |lal]lz < oo}, wobei

lalls = y/(a,a) = i

(X, (a,b) == aibi> ist ein Hilbertraum.

Es sei
={u:=aa+pb, a,f € R},

a:<1, ; ?1)) b:(o, 0,1, 0,0,...).

M ist ein abgeschlossener Unterraum von X. Fiir

11 11
=(1,-2,2,—=,=2,...)¢M
c (7 2737 4757 )Q

wobel
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soll eine orthogonale Projektion ¢* = Pc auf M bestimmt werden.

1. Méglichkeit: Nach der Theorie muf fiir ¢* := a*a + 5*b gelten,
c—c"lu, Yue M & (c—c"u) =0, Yu € M. (4.1)

Da M zweidimensional ist, ergibt die obige Forderung 2 lineare Gleichungen fiir
die 2 Unbekannten o* und (*.

2. Méglichkeit: Der Vektor ¢ wird in eine Fourierreihe entwickelt, wobei die Or-
thonormalbasis {¢;}, .y so gewéhlt ist, da8 {¢y, 2} die Orthonormalbasis fiir
M ist. Dann gilt

" = (¢, 1)1 + (¢, p2)p2.

Losung zu 1.: Fiir ¢ machen wir den Ansatz
ci=a"a+ [

mit noch unbekannten o* und *, d. h.,

2734
o of o o
p— *77 *77 é
(a72’3+/674757 )
af 1 o 1 o 1 aof
ok 1_* ________ x - = = -
e ( “ 503 3 7 1’5 5 )

Es sei u = aa + b = (a, %, %—i—ﬁ, %, %, ) Dann ist die Bedingung (4.1)
gleichbedeutend mit

(c—cu)=(c—c"aa+pb) =) (c—c)ilaa+pb); =0, Vo, e R &

=1
ot (D) G5 )
NER e
1 5(;—05—5*):0, V3 € R:

Fiir § = 1 haben wir somit " =
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1/ 1 oy 1/ 1 ay 1/1 o
9 all_anyp il oy L1 ony 1/l oy 7
O‘[( O‘>+2<2 2>+4<4 4>+5<5 5>+ } 0

Va € R; Fir a = 1 muf3 also

. 11 1 1

. 1 1 1 1

sein, d. h.
1—a* +(-1—-0a" =(1-a") - &
0o (_1)1'71 *oo 1 . 1
— —=(1- - &
; 2 ;ﬂ (1=al)-g
2 2
=1 =%
. 3% —4 . 1 3n? —4
o = , 8" =—-— :
2(3m2 — 2) 3 6(372—2)
Daraus folgt
1 3n? —4
=t h=-b+ —-—-(3a— D). 4.2
¢"=a"a+ =7 +6(37T2_2)(a ) (4.2)

Bemerkung: Die Summen der beiden Reihen wurden wie folgt ermittelt. Ent-
wickelt man die 27-periodische Funktion 2, z € [—, 7] in ihre trigonometrische
Fourierreihe, so ergibt sich

2

0o _1k
22 = 7;—%4;::1 ( k2) cos kx,

wobei punktweise Konvergenz auf ganz IR vorliegt. Damit ist die Auswertung an
den Stellen x = 0 bzw. x = 7w gerechtfertigt:
2

o] _1k
r=0 = 0:1+4Z( 2>
3 k=1

1)’C w2
k 2

o0 (_
= PP
,;1 k 12

2 00 ] 2

gy T 1 1 =
QZI?T:>7T:f+4§f = 57:7_
3 = k2 = k2 6

Losung zu 2.: Wegen ||b||a = 1 wihlen wir als erstes Element einer Orthonormal-
basis von M den Vektor ¢; = b. Mit Hilfe des Gram-Schmidt’schen Orthogona-
lisierungsverfahrens bestimmt man den Vektor ¢, = b — 3a € M, der orthogonal
zu 7 ist. Wir berechnen

. > < 1 372
Igall; = > (b — 3a); =9y 5 —1="7-1

i=1 =1
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Damit ist die ONB von M

{o1, 02 = {b, (b—3a)/\/m}.

Wir berechnen die Fourierkoeffizienten:

1

(c,p1) = Zci(%)i =C3 = 3
i=1

(c.p2) = §:<2-—31(;+3§ﬂi§j::

Damit ist
) 1 2 [4—3n2
¢ = (et (e p)en=gbt oy ( 5 ) (b—3a) =
1 3% —4
= b+ -—— (30—
30t Gy B
vgl. (4.2).

Losung 4.3.13 (a) Sei V = {f : [a,b] — R, f stetig} und M = {f : [a,b] —
IR, f konstant}. M ist abgeschlossener linearer Teilraum von L?[a, b]. Daher
gilt

inf || ez = |1f — ¢'lue

wobei ¢* jene konstante Funktion ist, fiir die
f—c Lg VgeM
gilt. Das heif3t:

b
af f(x)dx

——

0:/(f(9€)—c*) g(x) da::g/(f(m)—c*)dx@c*:

=g
(da geM)

(b) inf ||f — ¢||oo iSt zu untersuchen.
ceM
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Da f stetig ist auf dem kompakten Intervall [a,b], nimmt f dort ein Maxi-
mum und ein Minimum an. Damit ist

inf |If = elloe > inf {max{|max f —c|, |min f - c[}}
¢ muB also so bestimmt werden, dafl \r[n%]x f—d= |r[mbr]1 f — | gilt. Also,

1
¢= 5 (IEE%)]X flx)+ r[ranbrll f(x)), siehe Abb. 4.12.

Abbildung 4.12: Die Bestapproximierende ¢ fiir f beztiglich der || - ||oc—Norm

1
[ e*dx
(c) (1) ¢ =1 . =e—1~1.718.
(2) é 1( "+ min ¢ ) L et 1)~ 1.85
¢=—(max e’ +mine” ) = = (e ~ 1.859.
2\ [0,1] [0,1] 2

Losung 4.3.14 Das Gram—Schmidt’sche Verfahren lautet:
Gegeben seien die Vektoren b,,. Man konstruiere die paarweise orthogonalen Vek-
toren a,, durch

aq = bl,
n

(bn+1aak)
= by — Y R > 1
Qp+1 n—+1 = (ak,ak) Qf, n-=-1,

und normiere diese dann.
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Hier sind b; = 2~', i€ IN.

Wir werden oft benotigen:

_Oonf:t: __n—ztoo Oonflfx —m . _
](n)—bfx e dx—[ x_oe }0 —i—n({x edr=n-I(n—1) Vel T
[0)= [ e®de=1 =

0
I(n) = n!
CL1:1,
o0 3
ol = o) = (/ ewdx) .
0
z,1
Ay =T — El 1>) 1,
/xe*”‘“daf;—l‘zl (1,1):/e*xd:c:1;»
0 0
as=x—1,

N|=

l|az|| = \/(Clz,az):\/(:v—l x—1) (/x —2z+1 dx) =

0
= @-2-U+1)i=1=

o, (211 (22,2 — 1)
a3 = =y —m‘($—1)7

o [e.e]
(xQ,l):/xQG_xda::Z (23,0 —1) = /a:—:v Pdr=31-21=4=
0 0

az =13 —2—4(x — 1) = 2% — 4z + 2,

o0 3
||a3||=\/(x2—4:v+2,:£2 dr +2) = (/ x —81‘3+20$2—16$+4)6_xd$)
0
— (41— 8-31+20-2 —16+4)2 = (24 — 48 + 40 — 16+ 4)2 = 2 =

x? —Adx +2

az = 9
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Losung 4.3.15 Die Orthonormierung von {1, z} beziiglich des Skalarproduktes

(1.9) = [ f(@)g(a)da

in L?([0,1]) ergibt (vgl. Skriptum):
{La} = {pole) = 1, pi(a) = V3 (20— 1)}

mit (p07p0) - (plapl) = 17 <p07p1) = 0.

Die Losung des gegebenen Minimierungsproblems

e’ — (ax + ) ?

Lo = (e”‘“ — (ax + ), e — (ax + 6)) — Min

ist durch diejenige Koeffizienten «, § gegeben, fiir die die Funktion ax + 3 genau
die Orthogonalprojektion der Funktion e” in den von {1,z} bzw. {po(z),p1(z)}
aufgespannten linearen Unterraum von L?([0, 1]) darstellt. Diese ist gegeben durch

(e, po(@) )po() + (", pa () )1 (@)

(da {po, p1} orthonormiert).

Berechnung von «, 3:
1
(696,]90(56)) = (e"1) = / edr=e—1,
0

(ex,pl(m)) = (ex,\/g(Qx—l)) :Qﬁ/xewdx—\/g/emdxz

= 2V3—-V3(e—1)=V3(3—e).
Dabher,

ar+B = (e—1)po(x) +V3(3—e)pi(r) =
= e—1+\/§(3—€)\/§<2x_1):
= 6(3—e)r+2(2e—5).

—— —_———
@ B
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4.4 Fourierreihen im Raum L?*(a,b)

Losung 4.4.1 (a) Die Funktion der Rechtecksschwingung, sieche Abb. 4.13, ist
ungerade, f(z) = —f (—z), d.h.,

f(a:)wz b, sinnzx, a, =0, Vn €N,
n=1

und
17 , 2 [ .
b, = —/f(x) sinnzdr = — /smnxdx:
™) ™)

T 0, n gerade
4 nungerade

nm’

flz) ~ i (QTlfl)ﬂ' sin((2n — 1)z).

n=1

Abbildung 4.13: Die Rechtecksschwingung

(b) (i) Da an den Sprungstellen x; = im, i € Z,
Fle) = ¢ [ +0) + flai—0)

gilt und in jedem Punkt die links— und rechtsseitige Ableitung existiert,
konvergiert die Fourierreihe punktweise gegen f(z) tiberall in IR.
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(ii) GleichméaBiige Konvergenz in jedem kompakten Teilintervall von
(nm, (n+ 1)m), n € Z.
(iii) Konvergenz im Quadratmittel nach Konstruktion der Fourierreihe, we-

gen f € L?([~m, 7).

o

4
Lo 4.4.2 = —

Osung f(z) 7;1 Y —
Das Skalarprodukt auf L?([—m, 7]) ist durch

™

(f,9) = [ J(@)glw) dy

—Tr

sin ((Qn - 1)x), Vo elR;

und damit die Norm durch

— ( / (f(cc))Qdu)é

—TT

definiert. Die Parseval’sche Gleichung lautet (vgl. Theorie):
aQ o~ o
n=1

wobei in unserem Fall a, =0, Vn € INy und by, =0, Vn € IN, wihrend

bop_1 = m Vn € N gilt. Damit haben wir

:/ﬁ ) = /dx—Qw-wZ( 2n_1)>2:

—T

—i Lol
= (2n—1)2 32 5

Losung 4.4.3 (a) Die Funktion ist ungerade, d.h., a,, =0, Vn € IN; und

z)~ > by sin?,

n=1
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4 . NI
—— cosnwsin — =
nmw 2

<, T 1 . 27Tl’+1 . 3z )
Im--—-—— — S1in —— — S ——...1.
STy T STy g sy

flx) ~

sligivt

(b) Die Funktion ist gerade, d.h., b, =0, ¥n € IN und

f(z) ~ %o + Z . cosw,
2 = 2

2 2 |2
agy = /:Bd:)s:x— =2,
2 o
0
2
nmwx 2x nmwx 4 nrx\ |?
a, = /xcos—dx: < sin + cos ) =
2 nm 2 n2m? 2 0
4
= o (cosnm — 1),
f(x) 1+i ! (cosnm — 1) cos L
= n*m? 2
1 8( 7ra:+1 37rx+1 57T[L'+ )
= 1——(cos—+ —=cos— + —cos— +...].
2 2 32 2 52 2

Bemerkung: Obwohl die beiden Reihen in (a) und (b) f(x) auf dem Intervall
z € (0,2) darstellen, konvergiert die zweite Reihe rascher.

Losung 4.4.4 (a) fi(x) = i i . (=" sin (mrx) , x€(0,2) =

=1 n 2
Gliedweise Differentiation liefert:
filz) ~ > 2(=1)"""cos (n;rx) =) up().
n=1 n=1

Aus lim un(z) # 0 folgt, daB > u,(z) ~ fi(z) divergiert Yz € I. Wider-
n=1

spruch!

fg(:c):1+n§:1 7—5.(2”1_1)2.608((271—21)%30) =: i up(x), =€l

n=0
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8 1
|un(l’)|§ﬁm:Mm TLG]N, |U0|:1:M0 =
S fual) € My =14 5> L
n=0 n=0 m n=1 (2n - 1)
< 1—1—é ii<K Veel
N 7T2 n:1n2_ ’ .

Da Z M, konvergiert, folgt nach dem Majorantenkriterium, dafl

n=0

[ee)

> un(®) = fao(2)

n=0
gleichméBig in jedem kompakten Teilintervall von I konvergiert. Auflerdem
ist fiir jedes n € IN die Funktion u,(x) differenzierbar, d.h., formal kénnen
wir die Reihe

> up(@) ~ filx),  wel,
n=0

bilden. Die Frage, wie diese Reihe gegen fi(z) = 1, = € I konvergiert,
diskutieren wir im Punkt (b).

x = fo(x), z€l;

> <, 4 1 . (2n—1Drx
1:f§($)~;u;(:v):n_lW-Qn_lsm( 5 ), zel
Betrachten wir die Funktion fo(x), —2 < z < 2. Dann ist ihre Ableitung
folz), —2 < x < 2, die Rechtecksschwingung auf (—2,2) und die obige

Summe ist die dazugehorige Fourierreihe, vgl Beispiel 4.4.1(a) fiir x € (0, 2).

Nach Beispiel 4.4.1(b) folgt also, da8 > u; (z) punktweise gegen 1 fiir alle
n=1
x € (0,2) und gleichméfig gegen 1 in jedem kompakten Teilintervall von

(0,2) konvergiert.

z = fi(z) = i i (=0 sin (mrx)) x el

= n 2

Die Funktion fi(t), —2< t< 2, ist stetig, die Punkte a = 0 und x € I liegen
in (—2,2), deshalb kann man die Fourierreihe von f; gliedweise integrieren,

O/fl(t) dt = gjl 0/ b, sin <”27Tt) dt
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und die resultierende Reihe konvergiert gegen den Integralwert,

/tdt ~ /<Z un(t)> dt:Z/un(t)dt:
0 0 n=1 n:lo
< r 4 (=)t snwt
= — - dt
nz::l/ m n sm( 2 > <
0
t2 t > _8 (_1)n71 T
7~ B (),
-16 X (—1)"! nrx
2
wobei (1)
16 & (—1)"~
C_ﬁ'z:l n?

(d) Die obige Reihe ist eine Fourierreihe fiir z2,

22 ~ %4—2 <an cos <n72rx> + b, sin <n72rx>)’ r€l,

n=1
wobei 16(—1)
Qo —1)"
5 - C7 an = 7T2n2 9 bn - 07
2
ag 1 1 5 1 a2 4
C = — = — . — / d = — . — = — =
22 ) T T, 73
-2
i (_1)n—1 _ ’/T2 o 7.[_2 4 _ 71'2
~ pz 16 16 3 12

Lésung 4.4.5 (a) Fiir die Fourierreihe einer Funktion f € L*(a,b) der Form

flx) ~ % + i (ak cos <Zk’7rm> + by, sin <2k’7mc>> ,

b—a
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/f i 2’“” dr, k> 1,

vgl. Theorieskriptum, lautet die Parsevalsche Gleichung

bk = b—a

’ o0

a

Damit ist fiir

x = folx 20328 11)2cos<(2%21)m>, —2<x<2,
||f2||Lz=/22 xde==2<2+:l fﬁ <2n1 1)4><:»
222 gi’(zn;y@g(znl—nf;
() 522;22(2n£1)4+2(2i)4_g;+214 2734_§+1i‘
:>S:;T;.

Losung 4.4.6 Die Fourierreihe ist

f(z) ~ 24 Z (a, cosnz + b, sinnx),
n=1

2
wobei
1 ™
a, = - / f(z) cosnx dx, n >0,
T
17 _
b, = — /f(x) sinnx dz, n > 0.
T
Berechnung der Koeffizienten
17 2" —e ™ 2
ag = — / Cdp=2-"° _ % sinh 7,
s s 2 s

T

1 . 1 (e*(cosnz + nsinnz)
an = —/e cosnrdr = —
s s n?+1

—Tr

—T
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n e —e ™ n 2sinhm
= () sy =) ey

b, _ 1 ] o sinng di — 1 (ez (sinnx—ncosn:c))
m m

™

n?+1 o
ntl " —e " n 2n sinh 7w
- (-1 £ ¢ = ()t
( ) m(n?+1) " ( ) m(n?+1)
Daher gilt
sinhm & (2(—1)" sinh~w 2n(—1)" sinhm | B
flz) ~ - +nz::1 (M cosnw — T2 1) sinnz | =

inh —1)"
ST (1+2 (2 ) (cosnx—nsinnx>>.
s n +1

Loésung 4.4.7 f(z) = 22, x € [0,27), sieche Abb. 4.14.

Abbildung 4.14: Die Funktion f(z) = 22, 0 < x < 27, periodisch fortgesetzt

flx) ~

w\o

o0
Z (ay, cosnx + b, sinnx) ;
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2
1 4
a, = —/xQ cosnrdr =——, nelN,
T n
0
2
1 4
b, = —/xQ sinnxdx:——w, n € N,
T n
0
4 X, /cosnxr  wsinn
dh. ~iatiy ( _ )
f(@) 37T * ; n? n

(i) Wegen f € L?([0,27) konvergiert die Reihe im Quadratmittel gegen f.

(i) Firalle x € (2rm, 27(m+1)), m € Z punktweise Konvergenz; fiir v = 27rm

Konvergenz gegen 27% = £ ((27)? + 0).

(iii) Keine gleichméfBiige Konvergenz, da f nicht stetig im R; auf jedem kompak-
ten Teilintervall von (27rm, 2m(m—+1)) liegt jedoch gleichméBige Konvergenz

VOr.
Losung 4.4.8
c, —-nm<z<0,
f(x): %7 13:—71',0,71',
Ca, 0<zxz<m
ao > .
f(z) ~ 5 (a, cosnz + b, sinnx),
n=1

mit

1
ag = ;/f(a:)dcc:cl—i-cg,

—T

a, =

/ f(z) cosnxdr =0, VnelN,

A

—_

nm

)

b, = —/f(x) sinnxda::i(cl—cg) ((—1)”—1):

2
—= (c1 — cg), n ungerade.

B { 0, n gerade,
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D.h.,
cp+c 2 0 )
f(x) ~ 5 (cl — cz) ; 20— 1) sin(2n — 1)z,
bzw. fir ¢y = ¢y = ¢
f@) ~e.

(i) Die Reihe konvergiert im Quadratmittel gegen f, da f € L?([—n, 7 ]).
(ii) Die Reihe konvergiert punktweise gegen f(z), Vo € R.

(iii) Fir ¢; # ¢y gleichméfige Konvergenz auf jedem kompakten Teilintervall
von (mm,m(m + 1)), m € Z; fiir ¢; = ¢3 = ¢ gleichméBige Konvergenz auf

R.

Losung 4.4.9 f(x) = |sinz|, x € [0,27), siche Abb. 4.15.

Abbildung 4.15: Die Funktion f(z) = |sinz|, 0 <z < 27

Da die Funktion f(z) m—periodisch ist, kann man sie in die Fourierreihe der Form

fla)~ 2

20 + Y (ancos2nx + b, sin 2nx)
n=1

entwickeln. Dabei gilt

—_

ag = ()(Zsinxdx:i,

B
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1 7 2 7,1
an = - / sinz cos2nx drx = — / (5 sin(2n + 1)z — sin(2n — 1)33> dx =
5) 0 i 0
1 2 — "
_ 1 _cos(Zn+1)z  cos(2n— 1)z _ ;’ ¥neN,
T (2n+1) (2n —1) o m(4n?—1)
I .
b, = (ﬂ) / sinnx sin2nxdr =0, Vn € IN.
2) 0

2 4= 1
f(l‘) ~ ;"‘% ngl m cos 2nx.

(i) Konvergenz im Quadratmittel, da f € L?([0,7]).
(ii) Punktweise Konvergenz im R.

(iii) GleichméBige Konvergenz im IR.

Losung 4.4.10 f(z) ist eine ungerade Funktion und 148t sich daher in eine
Sinus—Reihe entwickeln:

a, = 0, Vn € Ny,
1

b, = / f(z) sin(nwx)dex, Vn € N.
21
Also mittels partieller Integration,

1

b, = 2 / f(z) sin(nmz)de =2 - g /1 (1 —z) sin(nrz) de =

:—WZ(—Q<_diTm»dx:

Il
3
— ()
—
:{ |
8
N—
/
3
3

1
1 1

= ——— / cos(nmzx) dx.
nonJ

Mit der Transformation ¢ := nmx ergibt sich

nm

1 11 1 1 nm
b,=———— [ costdt=—— —sint| ,neN=

n nor n  n’w 0

~—_————
=0
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fla)~ 3 s

n=1

mrx

3\'—

Siehe Abb. 4.16.

Abbildung 4.16: Die Funktion f(z) und die ersten drei Partialsummen ihrer tri-
gonometrischen Fourierreihe

Losung 4.4.11 f(x) ist ungerade = a, =0, Vn € Ny,

b, = f(z) sinnzdx =

N |
3o

DO | = i,\:‘

™
/ sinwx sinnx dx,
0

wobei sinwzx sinnx = (cos(w —n)x — cos(w + n)x) =

b, = /(cos(w —n)x — cos(w + n):z:) dz.

A=

Mit der Transformation ¢ := (w £ n)x ergibt sich
A 1 (sin(w —n)r  sin(w + n)w) B
n % - -

w—"n w+n
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1 /(=) sinwr (—1)" sinwm)
I w—n w+n N
(—)™  2n

= 5 5 sinwm, Vn € N =
T w?—n

%0 ((—m on

T w?—n?

flz) ~

) sinwm sin n.
Bemerkungen: Man beachte, daf§ die 2m—periodische Fortsetzung der Funktion
sinw iiber das Intervall [—m, 7] hinaus nicht stetig ist. Daraus erklért sich auch
die Tatsache, daf3 die Fourierkoeffizienten b,, asymptotisch fiir n — oo nur relativ
langsam (némlich wie 1) abklingen, vgl. dazu die Aussage von Beispiel 4.4.15.

Abgesehen vom asymptotischen Verhalten der b, fiir n — oo sieht man, daf
fir n < |w| die b, zundchst anwachsen; speziell falls |w| sehr nahe an einen
Wert n € IN liegt, kann sich fiir dieses n ein sehr groBer Wert |b,,| ergeben! Erst
fir n > |w| lliommt man in den Bereich des asymptotischen Abklingens geméf
el

n

w? —n?
Die fiir wachsende |w| immer stérker ausgepriigte , Unglattheit von f (immer
stiarkere Oszillation) kommt also dadurch zum Ausdruck, daf fiir immer grofiere
n = |w| die |b,| sehr gro§ werden und die Fourierreihe ,immer spditer zu konver-
gieren beginnt“.

Losung 4.4.12 Gerade Fortsetzung: ¢(t) = ¢(—t), ¢ ist 2m—periodisch, siehe
Abb. 4.17.

Trigonometrische Cosinus—Fourierreihe:

a [e.e]
o(t) ~ 50 + Y a, cosnt
n=1
mit

/ @(t) cosntdt =
0

o(t) cosntdt =

2
a, = —
s

3| =

e cosntdt.

3 [0

O\:\ 11\:1

Zwei mal partiell integrieren ergibt

™

s
at 1 at T 1 at :
e cosntdt = —e*cosnt| + [ —e“" nsinntdt =
NN o N—— 0 o N——
0o v —— v 0 >~ v’

u u
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Abbildung 4.17: Die Funktion e®*, gerade fortgesetzt

1 n
—— 1)"eo™ o at : —
a(< )'e 1)+a /e sinnt dt
0 v
1
— Z((=1)"eo™ 1
—((=prerm—1) +
1 at _: T Trl at
+ —e*sinnt —/—e ncosntdt | =
O{ &,—/ v 0 0 &,—/ ’U/

((—1)”6‘”r - 1) - n—Q / e™ cosnt dt =
«
0

1
«
2 7r —1)"eom™ — 1
(1_'_712) /eo‘t COSTLtdt:L#
a*)J «Q

2 1 (—1)em -1 2 o (—1)mem —1
an = —_ = — =
T1+Y a am a? 4+ n? a

2 Q n _om

Ungerade Fortsetzung: ¢(t) = —¢(—t), ¢ ist 2r—periodisch, sieche Abb. 4.18.

Trigonometrische Sinus-Fourierreihe:

@(t) ~ Y b, sinnt
n=1
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Abbildung 4.18: Die Funktion e®*, ungerade fortgesetzt

mit
™ s

2
/ o(t) sinntdt = — / e sinnt dt.
T

—T 0

1
by = —
™

Partielle Integration ergibt

T

1 |
e“sinntdt = —e*sinnt| — | —e*n cosntdt =
~ —— a — 0 a ———
O ul v \/_/ v O W—/ ’UI
u u

n i
= —— /eo‘t cos ntdt =
o
0
1—

B ﬁ (_1)nea7r 1
o« a 1+Z—§’
also 9

Man sieht, dal asymptotisch fiir n — oo die a, wie 1/n? und die b, wie 1/n
abklingen; die Cosinus—Reihe der stetig fortgesetzten Funktion konvergiert also
schneller, vgl. dazu auch Beispiel 4.4.15.

Losung 4.4.13 f(z) € L*[(—7,m)] = f(z) ~ % +> (an cos nx + by, sin n:z:),

n=1

sieche Abb. 4.19.
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97

Abbildung 4.19: Die Funktion f(x), —m <z <=

= Vn € INg,

—f(=2)

anzoa

s 0
1

/f(a:)sinm:dx:— /(—cos:c) sinnx dr +
T

1 1/’r
v T
-7 0

—Tr

cos z sin nx dx.

Fiihrt man im ersten Integral die Transformation x — —x durch, so sieht

man, dal die beiden Integrale identisch sind, d.h.,
sinnz dr =

T
COS T
—— ——
0 u’ v

bn

NS

2
— sinzx smna:
e e

L peosny dr =

>Hl\>

/

u v u

el

i
2n
— sma: cosnrdr =
7T W—/
0

u’ v

v

o

™

COS T) COSNI

/7r (—cosz) (—

nsinnz) dx

v

u
s
0

v

/

cosz sinnx dx =
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_ 2:(_(_1)n—1)+n2bn<:>
b, = —2:’(1+(—1)")+n2bn

4 n

T 1 —n? 0,

n gerade,

n ungerade.
Also

4 2 4
f(a:)rv; <13 sin2x+“sin4x+5§7$in6x+...).

Losung 4.4.14 Die Funktion f(x) im Beispiel 4.4.13 hat sogar die Periode 7 und
kann daher (als ungerade Funktion) folgendermafien entwickelt werden (Grund-
intervall [—7/2, 7/2]):

flx) ~ 3" b, sin (m;x) =" b, sin(2nz) = by sin 2z + bysinda + . ..
n=1 2

2 n=1

Vergleich mit der Entwicklung zur Periode 27,
f(z) ~ > b, sinnz
n=1
ergibt b, = 0, falls n ungerade, b,, = by, = Bn, falls n gerade.

Losung 4.4.15 Die komplexe Darstellung der trigonometrischen Fourierreihe ei-
ner 2r—periodischen reellwertigen Funktion f € L*([—7,«|) lautet

f@)~ S ene™, iyl

n=—oo

mit
v

Cp="Cop = — / fz)e ™™ dx.

—T

Es ist |c,|? = |c_n|* = (af1 + bi), wobei ay, b, die Fourierkoeffizienten in der

e~ =

reelen Darstellung sind.
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Zu zeigen ist also

1
=0 <|n|m+1>

m+1)

Ur f(z)e ™ dx

fiir m mal stetig differenzierbares f, wenn f

noch stiickweise stetig ist. Par-
tielle Integration ergibt

™ m

—inx _ e—inm T i / —inx
27ey, —[ f(z) e y dr = f(z) i | + /7T f(x)e ™ dux,
wobei ‘
e T 1 —inm inm
f@) = = (@ f(=m)e™) =0,
wegen

> f ist 2r-—periodisch und stetig = f(7) = f(—n),

> e ! = o™ = cosnr.
Also
J z)e T = — J z)e T =
1 [ " —inx 1 h (m+1) —inx
= (in)? /f (x)e "™ dr=...= (i) /f (x) e " dz,

woraus unmittelbar die gewiinschte Abschéitzung folgt.

Bemerkungen:

e Man sieht im Beweis, dafl die Stetigkeit der (m + 1)—ten Ableitung nicht
benotigt wird.

e Fiir beliebig oft differenzierbares f kann man folgern, dal die Fourierkoef-
fizienten asymptotisch fiir n — oo schneller als jede negative Potenz von n,
also etwa exponentiell abklingen.

e Die Aussage ist nicht ,scharf”, vgl. etwa das Beispiel der stetigen Sdgezahn-
funktion aus dem Skriptum.
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Losung 4.4.16 Fiir x # 0 gilt g(z) = f/(x), und daher erhdlt man die Fourier-
reihe von ¢ durch gliedweise Differentiation aus der Fourierreihe von f:

glx) ~ i(g) 4§:di (W)Z
sin(2n ~ 1)z _

- _ii_@”_l) (2n — 1)

4 sin(2n — 1)z
m

Z:: 2n—1)

n

Diese Reihe konvergiert langsamer als die Reihe fiir f(x), g hat eine Unstetig-
keitsstelle, und die Konvergenz ist nicht gleichméfig in R.

Losung 4.4.17 Anwendung der Parseval’schen Gleichung auf die beiden Fou-
rierreihen aus Beispiel 4.4.16 :

(1) Fir die Funktion g(x) gilt

lgllz: = [ g*(z) do =

und andererseits

i (a2 + bz)>

w\ow

_/: g (x) da (

4
mit CLkZO, ]{7:0,1,2,..., bgnflz

— n=12,... d by = 0 fii
W(Qn—l)’n ,2,...,und by = 0 fiir

gerade k. Daraus folgt

3 (o) =
Yo §

3

(2) Analoge Uberlegung fiir f(x) liefert

£l = [ fHa)do = =,
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andererseits, wegen b, = 0, Vk € IN und a; = 0 fiir gerade k,

/ﬂfQ(:c)dx:gg—kwi <W(2n_f1)2>2

—T

Daraus folgt leicht
EZ: n— 1% 96
Losung 4.4.18 Man darf die Fourierreihe fiir f gliedweise integrieren, um die
Fourierreihe fiir die Stammfunktion zu erhalten. Wir wéhlen 0 als untere Inte-
grationsgrenze, d.h., wir setzen die Integrationskonstante gleich 0. Wir erhalten
einerseits die gegebene Funktion g(x),

und die analoge gliedweise Integration der Fourierreihe von f(x) ergibt

T

s sinnt
Z / n+1 - dt

mit

3 T
1 sinnt nCcosnt

/Jc(—l)n+ —, e = (-1)

1
_ (—1) (cosna: B )7 nelN.

n2 n?

Daher lautet die Fourierreihe von g(x)

OOCOSTLZL‘
g(x) ~C+ 3

n=1

mit dem konstanten Glied
)n—i—l

C= Z

Der konstante Wert von C' ist noch extra zu bestimmen; er ist natiirlich gegeben
a
durch 50, wobei
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also 1) » )
[e%s) _1\n T

C = ~ L =

nz::l n? 12

Losung 4.4.19 Wir betrachten die Funktion aus der Abb. 4.20.

Abbildung 4.20: Die Funktion f(z) =1, « € (0,1), ungerade fortgesetzt

Als ungerade Funktion besitzt f eine Fourierreihe der Form

f(z) ~ i by, sinmmz

m=1
wobei
1
by, = 2 / f(x)sinmrxdr, Vm €N
0
und
1 5 L
b, = 2 / 1-sinmrxdr = |———cosmmx|| =
mm 0
0
2
= — (1 — cosmw), Vm € IN.
mm
Dabher ist

1= i 2(1 — cosmm)

sin mmz, Ve (0,1),
mm

m=1

da diese Fourierreihe dort punktweise gegen f(x) = 1 konvergiert.
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103
Losung 4.4.20 Sei f € L*([—, 7)]. Dann gilt
flx) ~ % +> (an cos nx + by, sinna:)
n=1
und die Parseval’sche Gleichung ergibt
Hfﬂ%:l ](f(x))de:ag+f(a2+b2) < 00 (4.3)
L T E 2 — n n . .
Gegeben ist
>, sinnr & 1
Z :ansmnx, b,=—, «a€ {O,}.
n=1 na n=1 n 2
Da die hyperharmonische Reihe
S8 = i% = iiﬂ s el0,1]
n=1 n=1 n n=1 n
divergiert im Widerspruch zur Aussage (4.3), ist
[o.¢] 3 1
Z smnx, oe {07 ] ’
n=1 ne 2
keine Fourierreihe.
Losung 4.4.21 Wegen
nmx nmx . nwr
coS (l — an> = COs ——C08 0y, + sin —— sin gy,
muf fiir n > 1 gelten
a, = A, coso,,
b, = A, sino,.

Also muB gelten a? + b2 = A%; wir withlen A,, nichtnegativ:

A, = +H\/a2 + b2 ... Amplitude.

Damit kann man o,, z.B. ausdriicken als

n
o, = arctan — ... Phase.
G,
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(Furn—OlstAo C;O)

Die Fourierreihe der ,,Sdgezahnfunktion®, f(z) = x, = € [0,27), 2r—periodisch
fortgesetzt lautet

> 2
T) Tty (—) sin nx
n=1 n

oder in Amplituden-Phasen-Darstellung:

flz) ~m+ i (—i) cos(n:c - g)

n=1

Bemerkung: Ahnlich wie bei der Sigezahnfunktion ist das Umschreiben auf
Amplituden—Phasen—Darstellung trivial fiir ungerade Funktionen (a, = 0) oder
gerade Funktionen (b, = 0). Nur fiir a,, b, # 0 kann man von einer echten
, Umformung“ der Fourierreihe sprechen.

Losung 4.4.22 Sei {¢1, ¢2,...} ein Orthonormalsystem in einem inneren Pro-
duktraum L tber R. {p1,...,¢,} spanne M, einen linearen Unterraum von L,
auf. Dann gilt fiir ein festes y € L und s € M

Hy - SH > ’y - f”7 falls f = Z Ck Pk, Ck = (y,%ok)
k=1

D.h., die n—te Partialsumme f der Fourierreihe von y approximiert y im Sinne

von || || = /(+,) besser als jedes andere s € M.
Es gilt

ly = £II* = llyll* = > ek
k=1

Gegeben ist: L = L*([0,2]), M = L {\}5, cos(mz), sin(mc)} ,y=y(x) =

1
Daraus folgt f = cppp = c1 - 7 + ¢y - cos(mx) + c3 - sin(mz);
k=1

2 1
c = / T - —dx:\/z
0

2
cy = / x - cos(mx)dx = 0,
0
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dh.,
f = 1—72T-sin(7rx):\/§-\}i—iﬂin(mb).
Folglich,
-1 = -3 G- [ e (24 ) =5 -2- =5
ly=fI = 2 -

2mki

Losung 4.4.23 Das Funktionensystem {ey}, N = {e b—af}kE]N, € € [a, b] bildet
ein ONS beziiglich des Skalarproduktes

(fr9) = b_la/f(x)g(:v) dzx.

Beweis:
(er.e) = b a /(ﬁﬂi‘lfffﬁl‘z5 d§ =
1 b—a 27i 2mi
) EL(h=0b _ FE(k=Da)  p £
) b—a 27ri(k—l)(€ ‘ ), k#
B 1
——((b—a)=1 k=1.
L -a=1
Fiir k # [ ist
2mi 2mi 2T 2T
B (b _ o (kD ( k-1 b> » ( k-1 b> -
e e cos —a( )b ) + isin b—a( )

—a —a

— Cos (b27r (k—l)a) — isin (bQW (k:—l)a) =

— _ 94in (bia(k—l)(b—i—a)) sin (b m (k—l)(b—a)> +

—a

—a

T
9
+ zcos(b e

(k—l)(b+a)> sin (b T (k=D)(b— a)) —0,
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und damit (eg, e;) = Opy- a

Die komplexe Fourierreihe fiir f € L*(a,b) lautet dann

> 2kmiz
f ~ Z Cke b—a

k=—oc0

mit
b
1 1  2kmig

o= (foer) = 7 [ F@@(©)ds = ;— [ F(©e F d

a

4.5 Wairmeleitungsgleichung und Sturm-

Liouville-Problem

Losung 4.5.1 Das folgende Anfangs-Randwertproblem ist zu losen:

ou  0%*u

ot Ox?

u(0,t) =0, gZ(ﬂ,t) =0; u(z,0)=1.

Der Ansatz u(z,t) := ¥(¢)®(x) und die Separation der Variablen fiihrt auf das
Eigenwertproblem fiir @,

Q" (z) = A\O(x), P(0) = ¢'(7) =0, (4.4)
und eine Differentialgleichung fiir W(¢),
U'(t) = \W(t). (4.5)
Wir 16sen (4.4): Mit A = —p?, p > 0 ist
O (z) = Asinpx + B cos ux
die Losung der Differentialgleichung. Die Randbedingungen sind erfiillt, falls
®0)=B=0 und (1) =pAcos(ur) =0, A#0

gilt. Damit folgt fiir u
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und wir erhalten als Losungsschar von (4.4)
) 1
Oy (z) = Agsin ((k‘ + 2> x) , ke N,.

Die Konstante Ay ist noch frei und wir wéhlen sie, im Hinblick auf die Losung

von (4.5) so, dafl ||®g||2 = 1 gilt:
- <

CATR /Aksm ((r+5)€) de=az-5
2

3 = 1Ay 5 =1 = 14 =)=

Endgiiltig ergibt sich fiir die Losung von (4.4)

1\?2 2 1
/\k:—<k+> ke N @k(x):,/sin<(k+>x),kemo.
2 T 2
1 2
Wir 16sen (4.5): Es sei A = A\, = — <k + 2) , dann ist die allgemeine Losung der

Differentialgleichung
B, = const,

U, (t) = Bre (bra)t,

und damit ist
e 112 2 1
u(z, (k) t,/sin<<k+) :p)
s 2

t) = Z Bke
k=0

Die Konstanten By werden aus der Anfangsbedingung bestimmt

u(z,0) =1= ]in\/zsin<(k+;> x),

indem man die Reihe als Fourierreihe von u(z,0) = 1 auffaft. Damit ist

2 1 2 1
Bk:(1,<pk):0/\/;51n<<k+2 >d:1:—\/; T REN
und - |
—Z 16 ) sm((k—i— > )
7Tk:0]€+§ 2



108 [4] Normierte Rdume, Hilbertriume, Fourierreihen

Losung 4.5.2 Zu I6sen ist das Anfangs-Randwertproblem:

o _ o
o2 Ox?’
ou
U(O,t) :u(ﬂ-7t) :O; U(SC,O) :Uo(m)a E(l‘?O) :UO(x)'
Mit dem Ansatz u(x,t) = ¥(t)®(x) erhalten wir, analog wie im Beispiel 4.5.1,
" (z) = A0 (x), ®(0) = ®(7) =0, (4.6)
und
U(t) = AU (¢). (4.7)

Aus der Vorlesung wissen wir, dafl die Funktionen

Oy (x) = \/zsin(ka:), kelN

das Problem (4.6) fiir A\ = \;, = —k? 16sen. Die allgemeine Losung von (4.7) fiir
A= )\k ist
U, (t) = Agsin(kt) + By cos(kt),

womit

s 2
u(z,t) = > Wi(t)y/ = sin(kz), (4.8)
k=1 ™
ist. Es bleibt noch die Bestimmung der Koeffizienten A, und By, & € IN. Das

2
System {@k(:c) =4/= sin(kx)} ist eine ONB des Hilbertraumes
7r
kelN

Ly (0,7) = {(2); ¢ € L*(0,m) und (0) = p(r) =0}.

Nehmen wir an, da8 u(z,t) fiir jedes feste ¢ in L%(0,7) ist, so kann man (4.8)
als ihre Fourierreihe in x beziiglich des obigen Systems auffassen. Dann gilt

U (t) = (u(-,t), Px) = \/z/ﬂu(x,t) sinkzdr, ke lN.

Das Einsetzen in die Anfangsbedingungen liefert

2 s
U,(0) = B, = \/;/uo(x)sinka:dcc, ke N,
0

2 s
U (0) = kA, = \/;/vo(x)sinkxdx, ke N,
0

d.h., By bzw. kA sind die Fourierkoeffizienten von ug(x) bzw. vy(z).
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Losung 4.5.3 Ly := —3 Yy — Y+

(a) () Liy=—(a" = 1)y" — 22y, v € [-1,1];
Es gilt

(2> —=1) =20=px)=2>-1, o(x)=1, qx)=0.
Aus p € C'[~1,1], g,q € C[-1,1] folgt: L,y ist Sturm-Liouville DA.
/
Ly = ((1 - xz)y')

(ii) Loy = —(z* + 1)y" — 229/ +y"”, = € [-1,1];
Da Loy y"” enthélt, ist Loy kein Sturm—Liouville DA.

(b) (i) Ly ist regulér, falls po(z) > 0, p(z) #0, Yz € [-1,1];
Aus p(1) = p(—1) = 0 folgt: L,y ist nicht regulér.

1
(i) Lyy ist selbstadjungiert, falls p(x) (yiyg —ywé)
-1

:Oa vylayQEDv

D= {yeC?[-1,1]; y(-1) = q, y(1) = b}
Aus p(1) = p(—=1) = 0 folgt: Ly ist selbstadjungiert.

(iii) Ly selbstadjungiert = Eigenfunktionen sind orthogonal beziiglich des
Skalarproduktes

(f1, fo) = / o(x) f1(z) fo(x)d.

1

Aus o(z) = 1 folgt (f1, f2) = / fi(z) fox) da.

-1

1
Losung 4.5.4 Wir berechnen / G(x, &) f(&)dE -
0

y(z) sei die Losung des gegebenen Randwertproblems, also —y"(€) = f(€),
0<¢<1undy(0)=y(1) =0. Daher

1

[ o r@de = [ G@e) (—(©) de -

0
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T 1

= [ Q=0¢(y"©) e+ [ 20 -€) (~y() de.

——— N———
0 Ge)e<a T G), £>w

() (i)

Partielle Integration ergibt

(1) = @-1) [ & y©d=-1 (5@/(5)

(1) + (1) = [ Glw,€) F(§) d = y(a).

Randbedingungen:
y(0) = (ZNHO) = [ G0.9 () ds

G(0,8) = x(1=¢)

wegen r =0 < €
=0

und damit y(0) = 0;
y()=@THO) = [ GLEFEds

G(1,§) =&(1 - =)

wegenr = 12> ¢

r=1

und deshalb y(1) = 0;
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d.h., der Integraloperator mit dem , Kern“ G(z,§) 16st tatséchlich das gegebene
Randwertproblem. Die Funktion G(x,&) heifit Green’sche Funktion.

Losung 4.5.5 Gegeben Ly := ¢a(2)y" + ¢1(2)y + ¢o(2)y, @2(z) # 0.

Definiere i
" ex p1(6) also - _ »©)
pl)i= e (0/ £2(6) df)’ B0 O e
und multiplizieren Ly mit —p(z)/p2(x),
i p(.’B) N PV 901(x) A QOO(I)
o) LY = TP —ple) sy =) oS-

Vergleich mit der angestrebten selbstadjungierten Gestalt

i (00 L) + oy = —plal @ +ato

zeigt, dal diese Transformation das Gewiinschte liefert, falls gilt

Nun ist aber

d [ 1) d ([¢(8)
() = — |exp d¢ | = p(z)— ¢ | =
@ dx( [ o) =z [ g
¢1(z)
= p(x .
( >902(95)
Daher liefert die Transformation die selbstadjungierte Gestalt, mit obigem p(z)
po(z)

und ¢(z) := —p(x) :
( p2(x)

Losung 4.5.6 Das Eigenwertproblem Ly = Ay mit Ly = —y”, y(0) = y(1) = 0,
hat die Losungen 4, (x) = sin(nzz), A\, = n?r?, Vn € N.

Aus Ly selbstadjungiert folgt, dafl 7, ein vollstdndiges Orthogonalsystem in
L*([0,1]) bilden. Nach Normierung der 4, (g, — y,) 1i8t sich f(x) in eine Fou-
rierreihe nach den ¥, entwickeln,

f(l')Ni Cnyn; Cn:(fyyn)
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Das Randwertproblem —y” = f(z), y(0) =y(1) =0 hat somit die Losung
)

Die Parseval’sche Gleichung liefert

00 00 C%

I = e nywzz;:

WP < max - - i =5 1417 = L=
B nE]N )\2 n=1 (77-2)2

Il < -0l

Es ergibt sich eine Abschétzung der Losung, obwohl man sie nicht kennt. Weiters
werden Konditionsabschdtzungen fiir das Randwertproblem moglich, d.h., Aussa-
gen iiber die Anderung der Losung bei Anderung der Daten:

ei 7' =F, —i'=Ff 30)=7(1)=i0)=51)=0=

~@-9)' =) G- =G0 =0 =53] < 57|



Kapitel 5

Funktionentheorie

5.1 Allgemeines iiber komplexe Zahlen

Losung 5.1.1 Wir benutzen die folgenden Beziehungen:
O<r=yz2+y?=|z|, —m<ep<m,

arctan(y/x), x>0
@ =argz = ¢ arctan(y/z) + 7, x <0, y>0,
arctan(y/x) —m, =<0, y<O0.

(1) r=1, ¢p=m, (2) r=3, =0,
(3) r=4, ¢=-2=-05m, (4) r=2V2, = 3T = 0.75m,
(5) r=+v3, ©=75=05m, (6) r=6¢=—=-08333r,
(7) r=v2, ¢p=-T=-025m (8) r=+5 ¢= 014767,
9) r=2, ¢=-3T=-075m, (10) r=+13, ¢= —0.31287.
Losung 5.1.2 (a) Es gilt
2129 = 711(cosy +isingg) - ro(cos g + isin py) =

= 7179 (cos (V1 COS Yo — Sin 1 sin Yy +
+ i(cos ¢ sin g + cos ¢ sin @1)) =
= T1°72 (COS<901 + p2) + isin(pr + 902))7

113
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woraus fiir z = 7(cos p+isin ), 2% = r?(cos(2p)+isin(2¢)) und fiirn € N

(vollstandige Induktion)

n

2" = r"(cos(ny) + isin(ny))
folgt. Weiter ist

1 x Yy . rcosp  rsing .
= — 1

. 72 + 32 B 22 + 32 r2 r2

! (cos(—ga) + isin(—g&)).

= i(cosgo—isingo) =

Mit diesen Bezeichnungen erhalten wir:
1.
(=2 +2i)(1 — i) = 2v/2(cos(37/4) + isini(3m/4)) - V2(cos(—m/4) +
+ isin(—w/él)) = 4(005(7r/2) + isin(W/Q)) = 44,
oder direkt

(=24 2i)(1—d) = —2(1 —i)? = —2(1 — 2i — 1) = 4.

2.
—4i 4(cos(—m/2) + isin(—m/2)) _
Y \/_(cos(37r/4) + isin(37/4))
— 7(cos —7/2 — 37 /4) +isin(—7/2 — 37T/4)) =
— 7( cos(m/4) +zsm(7r/4))
2 1 ) .
— E.ﬁ(—l—i—o:—l—kh

oder direkt i (_2_i2> o
8 8
(1—14)° ( (cos(—m/4) + isin(— 7r/4)))6 =
= 8(cos(—37/2) +isin(—37/2)) =
oder direkt

(=) = (1—2i - 1) = (~20)° = —8i° = 8.
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4. (=2+20)1 = (22 (cos (37/4) + isin (37r/4)))15 _
= 2927/2 (cos (457 /4) + i sin (457/4) ) =

=9222\/9 (cos (57/4) 4 isin (57r/4)) =
22 1 N\ _ — 1
— 92, /5 <_\/§ - \/5> = —4.194.304(1 + ),
oder direkt
(—242) = (_2(1 _ Z‘))15 = (=2)((1 - i)2)7(1 —1i) =
= —32.768(—2i)"(1 — i) = 4.194.304 (—i)(1 — i) =
= 4.194.304(—i + i%) = —4.194.304(1 + 3.

1. Z21 = 1—i, 22:2+3i, 23221+22:3—|-2i.
2. 21 = —V2—v2i, 2 = —V243V2i, 23 = 21—z = 21+ (—2) = —4V2i.

3. 21 = |z, |21 = VB, o1 =¥,
2 = |2]€%2, |22 = V2, 0o = -7,

z3 = |23]€", |z| = |21|]22] =4, @3 =1 + w2 = 7.
4.z = |leel¢17 |zl| = 4a Y1 = _ga
72 = ‘Z2|€Zimv 22| = 2V/2, o = 3T,
23 = |23|€2, 25| = |21l/|22] = V2, w3 =01 — 2 = _%ﬁ%.

Siehe Abb. 5.1.

Losung 5.1.3 Es sei z = x + iy = r(cos ¢ + isin ).

1. |2=5|=|(x—5)+iy| =6 = (x—5)*+y* = 36, Kreis mit dem Mittelpunkt
zo = b und dem Radius r = 6.

2. Re(2+2) =2+2 = —1 = x = —3, Gerade parallel zur y—Achse durch den
Punkt zg = —3.

3. lz+i| =z —ile®+(y+1)2 =2+ (y— 1>y =0, die z—Achse.

4. |z 42 > 1 2%+ (y +2)% > 1, das AuBere des Einheitskreises mit dem
Mittelpunkt zy = —21.
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Abbildung 5.1: Graphisches Addieren, Subtrahieren, Multiplizieren und Dividie-
ren
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5. Re(iz) = y = 3, Gerade parallel zur z—Achse durch den Punkt z, = 3i.

6. 0<Im(z+1) <2140 <y < 2m, ein Streifen parallel zur x—Achse.

z—2 zZ—z

22— 21

7. arg( )—0@ ERez=2+1t(za—21), t € R,

22 — 21

Gerade durch die Punkte zq, 2.

|2+ 2] + |2 — 21| = /22 + (y + 22+ J22 + (y — 2 = 6=

22+ (y+2)2+2/(22+ (y +2)2) (22 + (y—2)?) + 22+ (y — 2 = 36 &
Py = a8+ (P AP

(22 4+ y? —14) (22 +y? — 14) = 2 + 222 + 822 + y* — 8y’ + 16 &

ot + 2%y — 1422 + 2%? + y* — 149% — 1422 — 14> + 196 =
=o'+ 222 + 822 +y' -8y  + 16 &
180 = 22(8 + 28) + y*(—8 + 28) &
180 = 3622 + 20y° = & + £ =1,
Ellipse mit den Halbachsen a = V5 und b = 3.

9. Im(2%) = 2zy =40y = 2&y = 2, Hyperbel.

Losung 5.1.4 (a) z =z +iy =71 (cosp+ising), z#0,

z+leRe
rtiy+(s-4%i)=(r+5)+i(y-%)cRe
T2ff§y:()<:>y:1mz:0 Vrt=1ler=|z=1
O
(b) z=cosa+isina = 2" = cos(na)+ isin(na), und
L cos(—na) + i sin(—na) = cos(na) — i sin(na). O

Z'I'L

(c) zi=x 41y, w:i=u+iv =

Im(z+w) = y+v = 0 Y = —v
= =
Im(z-w) = zv+yu = 0 ve—u) = 0

Drx=uANy=—-—v = z=x+iy, w=2r —iysz =0,

2Qv=0Ny=—v=0=z=z0, w=usz,wel. 0
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(d) (=) Angenommen Rez =z > 0, zu zeigen |z — 1| < |z + 1].

Beweis:

r > 0«
-4z < 0%
—2r < 2r&

P -2r+1 < PP+ +le

(z—-1?2 < (z+1)e
0<(z—1)*+y* < (z+1)>2+y e
(x—1)24+1y?2 < J(@+1)?2+y*e
z—1] < |=z+1].

(<) Angenommen |z — 1| < |z + 1|, zu zeigen Rez = x > 0.

Beweis: Lesen Sie den obigen Beweis von unten nach oben. a

Loésung 5.1.5 Es sei z = 2 + iy = 7 (cos p + isin ) und w = u + iv.
(8) I¢l = a2+ 92 | — 2| = (cap + (o) = a2+ 2
Y e B !

(b) [z —w[=[(=1) - (w = 2)[ = [(=D)] - Jw = 2| = |w — z]. O

(c) [zP=2"+¢7

122 = \/(xQ —y2)2 + (22y)2 = \/334 20292 4yt 4 da?y? =

= \/$4+2x2y2+y4 — \/<x2+y2>2 =x2+y2,

2

2Z = (v +iy) - (x—iy) = 2 — *y* —izy +izy = 2° +9° =

1 _
272’22|:|Z|2:>f:i’27£0_ 0
z |22
(d) Nach (c) gilt
|Zw|2 — Zwmzzwfwzzzww:|z|2|w|2$
1 Z Z
lew| = 2| |w); wi=-, ut0 = 2 _ =l
u ul  ful
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(e) Um die Ungleichung ’|z| — |w|‘ < ‘z — w’ zu beweisen, fithren wir sie durch

Aquivalenzumformungen auf eine wahre Aussage zuriick,

“z\ - |w|‘ < ’z—w‘<:>

Va2t 2= viZ+?| < J@—uP+y-oPe

2
(Va2 4y -V T?) < @-wit(y-oPe
x2+y2—2\/(x2+y2)(u2+212)+u2+"02 < 2? —2uz +ut+
+ -2 tte
\/(x2+y2)(u2+v2) > ux + yv.

Ist ux +yv < 0, so ist dies eine wahre Aussage und Ende des Beweises. Fiir
uzr + yv > 0 rechnen wir weiter

(22 + %) (W +0?) > (ur+yv)’ e
z?u® + 2%0% + y2u2 + yQUQ > urx? + 2uxyv + y2112 =
7*0® — 2uryv +y*ut > 0&
(zv —yu)®> > 0 wahre Aussage.
O
(f) Aus (e) folgt 2| — [w] < ||z — fw]| < |z = w]
Setze w 1= —u = |z| — |u] < |z 4 ul. O

Losung 5.1.6 z =x+1iy, 2o =a+1ib =

2Z—2Z0— 20z =2 +y — (z+iy)(a—ib) — (a+ib)(z —iy) =
=2’ +y° — (za+yb+i(—zb+ya)) —
— (az + by +i(—ay + bx)) =
=a2*+y* —wa—yb—ax — by —i(—xb+ya) —i(—ay + bz) =

=r’—ad* -t e

r? = x? — 2ax + a® + > — 2oy + b =

r? = (z —a)*+ (y — b)*.
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Losung 5.1.7 Essei z; = x+1y, 2o = u+iv. Dann folgt aus |z + 25| = |21 — 29|,
daBl xu + yv = 0 ist.

Beweis:
|Zl —+ 22| = ’Zl - 22| 4

21+ 2 = |a—»fe
(r+u)+y+v)? = (z-w)'+@y-v)e
(z+u+z—u)(z+u—x+u) +
+y+tv+y—v)y+tv—y+v) = 0&
202u 4+ 2y2v = 4A(zu+yv) =0&

zu+yv = 0.
21 . U ) v Tu + yv
(1) Re (22) = Re ($+Zy).(u2+1)2 _Zu2+v2>} BRETT ==
21 . .. .
— 1st rein 1maginar. O
zZ2
Ccos 1 2| = M = = 1 9 = .
2 / POP TV &/ POP, = 90° 0
|21] [ 22]

Losung 5.1.8 Es sei 21 = x1 + iy1, 20 = To + 1Y, 23 = x3 + 1y3. Da die Zahlen
21, 2o und z3 auf einer Geraden liegen, gilt

B_Y_ Y (5.1)
T ) ZL’3. ’
Weiters,
ary + fro+vyrs = 0
OéZl—f—ﬁZQ—i"}/Zg = 0 ! ﬁQ T
S ap+PBypt+yys = 0 &
a+ B+ =0
a+ B+ =
Ty T2 I3 (0]
Y1 Y2 Y3 g | =
1 1 1 ol 0

Dieses lineare Gleichungssystem hat nur dann eine nichttriviale Losung, wenn die
Koeffizientenmatrix singulér ist. Wir berechnen die Determinante,

T1Y2 + T3Y1 + XT2Y3 — Y23 — Y31 — Y1 T2 =

= (1192 — 1%2) + (T3y1 — ysz1) + (T2y3 — Yor3)

= T172 <y2 - yl) + 1371 <y1 - yg) + ToT3 (y3 - y2> =0,
i) T T XT3
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wegen (5.1).

5.2 Komplexe Funktionen

Losung 5.2.1 (1) Unstetig in zp =0 :
x

Fiir die Folge z = z < 0 gilt: lim f(z) = lim % =—1;
z2—20

Esseiz=z+iy= f(x,y) =

Fiir die Folge z = = > 0 gilt: lim f(z) = lim 1.
z2—20

x —_—
=04 /2 -
(2) f(z) ist stetig Vz € C, z # 0. Fiir z = 2o = 0 muB man zeigen:

(Re(2))*

Ve>0 dd(e,2) mitVz,0<|z]| <0 = [f(2)] = BN <e.
z
Beweis: Esseiz=x4+1y =
72 22 4y
| f(2)] =zl < d:=e. 0

VTR T VP gy

Losung 5.2.2 (a) (1) Essei z =x + iy, dann ist Z =z — iy und wir setzen

y # 0 voraus.
Fir z = 0 und y > 0 gilt arg(iy) + arg(—iy) = +5 — 5 = 0. Analog
fiir y < 0. Fiir « # 0 hat man

argz = arctan (¥ ),
(i) z>0,y>0 = (x)

argz = arctan(—%) = —arctan(%).
(ii) = > 0, y < 0, genau analog.

argz = arctan ( 4 ) + 7,
(iii) <0, y>0 = argz = arctan(—%)—W:
= —(arctan(%)+7r).

(iv) x <0, y < 0, genau analog,.
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(2) Essel z;y =m €%, 2o =19€e'¥ 20 £0 =

ﬁ — E ei(ﬂol_<ﬂ2) = arg <Zl) = (pl — 902 (m0d27r)
29 o Z2

Euler’sche Formel
Beispiel: Es sei
3
2= () = (157)
und

3
R = (T7 902) = (]—7 _47T> )

3 . GemiB der Konvention muf fiir das Argument

dann ist p1 — 2 = 4
3
von X gelten: arg(zl) € (—m,m], d.h., arg (Zl> —Yr o =",
zZ9 ) 29 2 2
(b) (1) Es ist zu zeigen:
Ve>0 J6(e,20) mitVz, 0<|z—2| <0 = [Z—Z|<e.

Beweis:

|Z—Zo|=|z—20| = |2 — 20| < :=¢. O
(2) Es sei zp € C/IR_ und z eine Folge mit

z2=x+1y —2=x0+1Y = vy, %
i o

Setzen wir noch voraus, dafl zo # 0 ist, d.h., zg nicht auf der y—
Achse liegt. Dann folgt die Stetigkeit von arg z an der Stelle zy aus der

s
Stetigkeit von arctan <y) Es sei zo =190, yo >0 = argzg = 5 Es
x

sei z = x + iy eine Folge mit x — 0, y — vy, dann ist

. . ) 7T
lim argz= lim arctan () = —.
(2,5)—(0,90) (z,y)—(0,90) x 2
Analog fiir zg =1 yo, o <0 a.
Losung 5.2.3 Es ist zu zeigen:
1 1

Ve>0 3Fd(g,z) mitVz, 0<|z—2|<d = ‘ <e.

1—2 1- 20
Beweis: Es sei zg, |20] < 1, fix und 0 < |z — 29| < 0, dann ist

1 L | |z 2| J
1—2z 1—21 [1—z2[|1—2| |1—2z1—-2]
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Abbildung 5.2: Zum Beweis der Stetigkeit von f(z)

Fiir alle z € Us(zp) mit |z — 2| < 0 gilt, vgl. Abb. 5.2,
‘1 — ZHl — 20’ > 02(20,(5>,
wobei C'(zg, d) der kleinste Abstand von Us(zg) zu 1 ist. Damit ist

1 1 o

. [— — . 2
T p— <C2(20,5)' e 0=c¢c-C%(2,9),

woraus die Stetigkeit der Funktion 1, |z| < 1 folgt. O
Die Frage nach der gleichméfiigen Stetigkeit von f kann man sofort verneinen, da
f(x) = =, |z < 1, nicht gleichméBig stetig ist.

Ubungshalber fithren wir den Beweis. Die Funktion wire gleichmiBig stetig, wenn

folgendes gelte:
1

_1—22

1
Ve>0 3Jd(c) mit Vzy, 29, |21 — 22| <0 = ’1

< E.

n I @ 1 :
Wihle z§ Ji=1— —, zé Ji=1— T Dann gilt
n

n +

n n . —1
i [<4") = 247 = Jim 2= - L] <0

aber
lim ‘f (z%n)> —f (zén))‘ =lim n—-n—-1]=1

n—oo n—oo
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Losung 5.2.4 (1) Schwierigkeiten konnen nur entlang der Linien Im z = 0 und
Im z = 5 auftreten, da die Funktion auf dem Rest von C als Kombination
stetiger Funktionen stetig ist.

Entlang Im z = 0 ist f nicht stetig, da fiir a € R
. L. . 1.
lim f(a—z) =7# lim f(a—i—l) =3.

n—oo

Entlang Im z = 5 ist f stetig, da fiir alle Folgen mit nh_)nolo Zn =20 =T+ D1

gilt
nh_)ngo filzn) = nh—>nolo (3 —Im 2z, Re zn) =3—-5xy=
= lim fr(zn) = lim (3—5 Rez, +7(5—1Imz,) |zn|2>

D(f)=C.

(2) f ist als Zusammensetzung und Kombination stetiger Funktionen stetig.

D(f)=C.

(3) Fir z #£ 0 ist f stetig (Zusammensetzung stetiger Funktionen). An z = 0
kann man f nicht stetig fortsetzen, da

lim f (1) =1 aber lim f (—1> =—1

gilt. D(f) = C\{0} .

(4) An z # 0ist f stetig. Im Gegensatz zum Reellen ist jedoch f an z = 0 nicht
stetig fortsetzbar, da

lim f <1> =1 aber lim f (Z) =—1

n—00 n n—o0 n

gilt. D(f) = C\{0} .

Losung 5.2.5 (1) f(z,y) = f(r,@) =7 :=u(r,p) +iv(r, ).
Die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen in Polarkoordinaten,

ou 1 ov ou ov
_— = 1 —_— = —_— = = —r—
or 7 0 %) 0 "or’

sind nirgends erfiillt, f(z) ist nicht differenzierbar.

(2) f(z,y) =z, wie in (a).

;ﬁgo—
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(3) flz,y) =argz=p:=u(r,p) +iv(r,¢), wicin (a).
Bemerkung: Eine komplexe Funktion der Form f(z,y) = u (z,y) oder f(z,y) =
iv (z,y) ist nur im trivialen Fall u (x,y) = const., bzw. v (x,y) = const. differen-
zierbar, vgl. Beispiel 5.2.8.

Losung 5.2.6 (a) f(z) = |z| ist nirgends differenzierbar:
Es sei 29 = x + iy, 22 +y* # 0, dann gilt

: . 1 .
lim z, := lim <:E+) + 1y = 2o
n

und .
lim z, := lim x—i—i(y—i—) =2
n—oo n—oo n
aber
C fr i) - Sty R E L VTR
nhnolo - nlmolo ) =

n

3=

o %+# B x

TR T (P B g T VER

flr+i(y+i)) - fla+iy) . N T
.l -

®+y* #0,

lim

Nn—00 7 1

n—00 7=
n

Qiy_l_% y
= lim n__n = ,
n=00 22% 2212 Q22

D.h., fiir zg # 0 existiert die Ableitung f’(zo) nicht. Fiir zy = 0 ist bereits
|z|, = € R, nicht differenzierbar.

z® 4y # 0.

(b) Cauchy—Riemann’sche Differentialgleichungen:
ou  Ov ou v

or oy oy oz
1. u(z,y) = 32, v(z,y) =32y*> =
u, = 32° # —3y* = —v, = [ ist nicht differenzierbar.
2. u(z,y) =a* — 627" +y', w(z,y) =4y —2y®) =
Uy = 4 — 12297 = Uy, Uy = —122%y + 4y = —v,,

weiters sind die partiellen Ableitungen wu,, u,, v, v, stetig, d.h., f ist
auf C differenzierbar.
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(c) u(r,@) =r*cos2p, v(r,¢)=r*sin2¢p =
1
Uy = 2rCOS2p0 = — Uy, Uy = —2r?sin2¢ = —ru,,
r

auch hier sind die partiellen Ableitungen u,, u,, vy, v, stetig, d.h., f ist auf
C differenzierbar.

Losung 5.2.7 1. u(z,y) =y, v(z,y)=z =
u, =0=uv, aber wu,=1%#—1= —v,,

die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen sind nicht erfiillt, daher
f micht analytisch.

2. f(z) ist nicht stetig an z = 0, deshalb auch nicht analytisch an z = 0:

Es sei z, = —%, n € IN, dann ist zwar lim z, = 0 aber
n—oo
()
lim f(z,) = lim e \7%/ = lim €" = oc.
n—oo n—oo n—oo

Losung 5.2.8 (a) Sei f differenzierbar an z = 2y, d.h.,

3 lim,.., P = f/(z) =

lim. .., (f(z) — f(20)) = lim,_., felfG) (2= 20) = ['(2) - 0=0=

zZ—20

lim, .., f(z) = f(z0) = f ist stetig an z.

(b) Sei f:C — Cmit f(z) e R, VzeC.
Es gilt dann
f(2) = [z +1iy) = u(z,y) +iv(z,y),
mit v(z,y) =0.

Wenn f differenzierbar ist, gelten die Cauchy—Rieman’schen Differential-
gleichungen,

Uy =0y =0, uy=—v, =0,
und damit ist u(z,y) und f(z) = u(x,y) konstant.

Losung 5.2.9 1. flf N e ar I

z Az—0 Az

Az—0 AZ
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[5.3]

— lim 2Az B
a0 (1—z2—A2)(1—2)Az
2 2

= M AT Ay) TGy 7

Der obige Grenzwert héngt nicht davon ab, wie Az gegen Null strebt;

1+ 2\ 2
!
= = 1.
@ (1—,2) (1—2)%’ i
2. Wir beniitzen die Differentiationsregeln:
(1—|—z>’ I+ (1-2)-(1+2)(1—-2) 1—z+1+z
1—z) (1—2)2 T (1=2)?
2
= 1.

Die Funktion f(z) ist analytisch iiberall in C, auBer im Punkt z = 1, wo die
Ableitung nicht existiert. Deshalb ist f(z) nicht ganz. Der Punkt z = 1 heift
singuldre Stelle von f(z).

5.3 Elementare Funktionen

Losung 5.3.1 (1) Die Zahl 4 — 6i hat die Polardarstellung

: 3
4—6i=re?, r=+52=2v13, ¢ = —arctan (2>

Damit gilt /4 —6i = /ret(537), k=012 &

2k
V4 — 6i = \Ej/ﬁ(cosa—i-isinoz), a = SH?)?T, k=0,1,2.

(2) z:=7re% = logz=Inr+i(p+2kn), kE&EZ;

Fﬁrz:%gﬂtz: 5=

—e
2
Hauptzweig:

1 m
1 7__1 2 .7
1r12 n —|—z2,

k-ter Nebenzweig:

lnk% =—In2+1 (72r+2k7r>, ke Z\{0}.
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(3) V-1=¢ (%) k=012 & V1= {'F, &, ' %}

Hauptzweig:
In /1= {zg i, 15;}

(4) Essei z,c € €, dann ist 2° := ¢“1°6? wobei der Hauptzweig der Potenzfunk-

tion 2¢:= €M% ist.

Hauptzweig der Potenzfunktion:

[NEY

ji— ilni _ ei(z‘g) —

(5) Hauptzweig:

(144) = e™O+) = ¢f (nv2+i%) _ ~5+i 2

(6) Hauptzweig:
arcsin z = —4 ln(iz 41— 22);

Mit z = %i folgt

) 3i ) 3 9 . 1 )
arcsm<4> = — ln(—4+ 1—1—16) = — 1n<2> =1 In2.

e +e* _ 9z

Losung 5.3.2 (a) T:coshz:O@ezz—e ot =-1e

2k +1
2z =im + 2kme, k:EZ<:>z:i2+7r, ke,

2
20 =2kmi, ke Lz =kmi, ke Z.

=sinhz=0c*=c ¥ =1

1 ) :
(b) coshiz = 5 (e’z + e”z) = cos z,

R , er—eTtm
sinhiz = = (e”—e ”) =]——— =1sinz.
2 21

(c)sinz=0 < e*=¢" < Imz=0, Rez=km, k€ Z,

cosz=0 & e =—e% < Imz =0, Rez:g—i—lm, kel.
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Losung 5.3.3 (1) Sei x € C beliebig. Zu zeigen: 3z € C: cos z = z.
eiz +€—iz

2
=+t Va2-1eC\{0} = "=+ Va2-1.

Diese Wahl entspricl%t dem Haup%:zweig der Wurzelfunktion. Fiir z = 0
ergibt sich z.B. z = 5 (bzw. z = 3 +2km, k € Z):

=1 & % — 2 4+ 1=0;

6ZZ — €’L

vl

=v-1=1i.

=0

zcosg+ising:i: (x+\/x2—1)

Da e” : € — C\{0} surjektiv ist, 25 : € = z + Va2 — 1. Jedenfalls ist

dann coszy =z .

(2) Analog zu (1).
Die Abbildungen sind nicht bijektiv, da z.B.

cosg = CoS (—;T) =0 oder sinm=sin0=0.

Losung 5.3.4 (a) 2018 = glathnz _ galnz flnz _ ya o0
1
b ay/ ozlnz,: alnz  — _ a T ‘04—1.
(b) (29) (e ) ae S=a - =az

(c) Gilt nicht im Komplexen, da

Losung 5.3.5 (a) ¢*53™ = ¢? (cos(:l:?ﬂr) +i Sin(:I:37r)) = —¢e2

=1 =0
L T .. T .
(b) e2" = cos — +i sin — = 1.
2 2
———
=0 =1

(c) ST = ez (cos % +i sin %) =/e
~—— ——
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1 | —
(d) arctan, z := ?log (Z z) , 2:=21 =

1 1+ 2
1 —1 1 1
arctan,(2i) = % log (3;) =5 log <_3> —
1 1
= 22.<1n —3‘+i(ﬂ+2/{3ﬂ)):

1 1 1
- 27r(1—|—2k:)+ir;3:27r(1+2k:)+iln\/§, keZ.

(e) cosh;!z:= log(z + V22— 1), z=-1 =
cosh;'(—=1) = log(—1) =1In|— 1| +i (7 + 2k7) =
= in(1+2k), keZ.

(f) i=¢% =re? mitr =1, =735 =

H
i

cos § +isin g —
Vi= =
cos(%+7r)+isin(§+7r) - _

E

ﬁa
1414 .
T =re?, n=1 901227
141 ,
2 = =T2 6“‘027 o = 17 Yo = —-T,
V2 1
Inz = ln‘zly—&—iargzl:lnl_{_i%:ig’
=
Inzy = 1H|22|+iarg22:1n1—i%71:_Z%W‘

Vorsicht mit der Anwendung von Rechenregeln, die im Reellen selbstver-
standlich sind:
Wiirde man hier (formal) schreiben

!
-1 1 /.1 1
Invi=Iniz = 21ni:2(i2):i4,

so ginge sofort ein Zweig der Wurzelfunktion verloren.

1z efiz eiz + efiz
COSZ = ————

Losung 5.3.6 Es gilt sinz = ———,
21 2
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(a)

o ) €2iz _ 260 + 6721',2 622',2 + 260 + 6721',2
sz 4 cos"z = =

—4 4
1 21z —2iz 21z —2iz
= Z(—e +2—e " +e+2+4e ):
4
= Z = ].7 \V/Z - @
O
(b) sinzj coszo + cOS 21 sin 25 =
eizl _ 6*1'21 eiz2 + 6*@’22 eizl + 6*1'21 eiz2 _ 6*’1:22
N 2i 2 2 2i N
— 412 <€iz16izg + eizle—izz _ e—izleizg _ e—izle—izz+
+ eizleizg _ eizle—izz + e—izle’izg _ e—izle—izz> —
1. o 1, . By
E— (6 1pi22 _ o=z, zzg) E— <€z(z1+22) —e z(zl—i—zg)) _
21 21
=sin(z; + 29), Vz1,29 € C. O
) efiz _ eiz eiz _ efiz )
(c) sin(—z) = 5 = = —sinz, VzeC. O
1 )
i(12) —i(iz) —z _ oz —z _ 2
e e e e e e
d) sin(iz) = = = —1 =
(d) (i2) 21 21 2
e —e
zzT:zsmhz, VzeC. O
cosw W e Qiw g q
Losung 5.3.7 (a) z = cotw = — =i— — = | —
sin w e — g~ e2iv _ ]
; ) . , z4+1
(2 —i)— (24+1) =0 = = - =
z—1

1 zZ41
W= — 1n< ) =: arccot z.
21 Z—1
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(b) Die folgenden Rechnungen gelten fiir den Hauptzwieg der Logarithmusfunk-
tion. Das Ergebnis héngt von der Reihenfolge der Operationen ab!

L (i) =it =it =,

2. (—z)l = exp(iln(—1)) = exp(i In|i| +14 arg(—i)) =
= exp (z (z(—Q))) = exp (;T) =+ver =
z(_zz) = z"/?r:exp (\/e_”lni):exp ( e”z’;T):

= cos (g\/e_”> + 7 sin (;r\/e_>

Ls 5.3.8 (1) 1—cosz . sin 2 . 1 1
osung 5.3. im ——— =lim —— = lim = -,
& =0 gin® 2 z—0 28inzcosz z—0 2co0sz 2
(2) Es gilt
(z3+1) =™+ 1=cosm+isinm+1=—-14+1=0
z:eiﬂ/S

und deshalb ergibt sich die Form ,, 2 « .

] _ im/3 2 /3 _ im/3

. i3 z o . 2z —e _ 2e e

zl1£/3 (Z ‘ ) (23 + 1) - zllelg}/ig 322 a Je2in/3
eim/3 1 2

3e2im/3  3ein/3 3(1 +“/§)

(3) Fiir den Hauptzweig der Logarithmusfunktion gilt

, a1 . In(cosz) . —sinz
lim In ((cos 2)22) = lim ——— =lm — =
z—0 =0 22 20 2z cos 2z

. sin z 1
= i (%) (“g00m2) =
20 z 2cosz

= lim S 2 lim ( 1 >

z—0 z z—0 2cos z

I
—
/|\
DN | —
"
Il
|
DN | —

: 1 i 1
lim (cos z)>2 = lim exp <ln(cos z)zQ) —=e 2,
z—0 z—0

wegen Stetigkeit der Exponentialfunktion.
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Losung 5.3.9 Esist z =z +1y.

(a) sinz = sinx coshy + i coszsinhy =

2 2

|sinz|> = sin®xcosh®y 4 cos® rsinh®y =
= sin®z(1 +sinh?y) + (1 — sin® z) sinh?y =

= sin’z +sinh’y <

|sinz] =1 & |sinz]> =1 < sin®z 4+ sinh’y =1 =

sinh®y = 1—sin’z =cos’z =

sinhy = Zcosx =

y = ln(icosx—l—\/l—i-cos%c).

(b) y=1In <i sinx + /1 + sin? x) Jeder Ast ist 2m—periodisch, vgl. Abb. 5.3

Abbildung 5.3: Die Zahlen z = z + iy € C mit |sinz| =1
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Losung 5.3.10 Maja hat recht! (Eh klar...)

Die Funktion f(z) = e ist eine nicht-konstante ganze Funktion und es gilt
natiirlich e # 0, Vz € €. Damit stimmt die erste Behauptung von Willi, da8
f(z) den Wert 0 nicht annimmt.

Die zweite Behauptung, dafi der Wert 1 nicht angenommen wird, stimmt nicht.
Im Gegensatz zum Reellen gibt es im Komplexen unendlich viele Werte mit

flzr) =1, 2z = (1n(27r) —I—z(g + 2k7r>) , kel

az+0b
Lo 5.3.11 = ;
Osung w(z) i d
, —ai+b
wi=) = —g = a = —di
b . —iz+1
w(0) = p = qp = b = di ;= wk= ;ill.
G) = ai+b c = d
o  c+d

Es seien z =iy, y € IR, die Punkte der y—Achse.
Was sind die Bilder dieser Punkte unter der Abbildung w?

, —i(iy)+i 1 —dy . 1— 2y —y?
iy + 1 1+ iy 1492
2 1 —y?
Y 1 Y
1492 14192

=u+1 =

2, o MWH1-20+y oyt 2P+l
u+v = = =1,
(1+492)? (1+y2)?

d.h., die y—Achse geht in den Einheitskreis iiber.

Losung 5.3.12 In beiden Fillen handelt es sich um eine Abbildung der Form
w(z) = az + b, a, be C,

d.h., die Bilder von Geraden sind wieder Gerade. Um die Skizze zu machen,
geniigt es, die Bilder der Eckpunkte des gegebenen Rechtecks zu bestimmen. Wir
geben aber auch die Gleichungen der Bilder der Rénder an.
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(a) w=u+iv=V2iz=(1+i)z+iy) =z —y+ilz+y)e
u(z,y) =z -y, v(r,y)=1r+y.
Damit ist

w(0,0) = (0,0), w(2,0) = (2,2), w(2,1) = (1,3), w(0,1) = (=1,1)

und
z=0 Y, u:—y} u—+v =0,
v=y
w U=z
y=0 — } u—v=0,
v=2x
r=2 Y u=2-y u+v=4
N v=2+y o
v, u=zol w—v=—2
v= v=x+1 7

siehe Abb. 5.4.

Abbildung 5.4: Die Funktion w(z) = (14 1)z
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() w=utiv=>1+i)(+iy) +(1-20)=c—y+1+ilzty—2)s
u(z,y) =z —y+1, v(zy =z+y—2.
Damit ist

w(0,0) = (1, —2), w(2,0) = (3,0), w(2,1) = (2,1), w(0,1) = (0, —1)

und
=0 w, u——y—l—l} wt v =1,
v=9y—2
=0 2 u=z+1 u—v=
y= v=1x—2 7
w u=3—-y
=2 — u+v =3,
v=1y
w u=ux
y=1 — v:x—l} u—v=1,
siehe Abb. 5.5
5.4 Komplexe Integration
Losung 5.4.1 C :=C; UCyU C3U Cy mit
C, ={z=1+4+t, te[-1,1]},
Cy = {z=—t+i, te[-11]},
Cy :={z2=—-1—ti, te[-1,1]},
Cyi={z=t—i, tel[-11]}

Ist z(t), t € [a,b] die Parameterdarstellung der Kurve C, so ist

[ s = [ )0

Damit ist (C' positiv orientiert) zu zeigen

?{ sin2zdz = 0.
c
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Abbildung 5.5: Die Funktion w(z) = (14 4)z + (1 — 2i)
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Fsinzzds = [sin(2004+40)) ide+ [ sin(2—t+0) - (-1)de+
C -1 -1

+ /sin(Z(—l—ti))-(—z’) dt+/ sin(2(t — i) dt =

cos(2(1 + tz)) ) 1
2i

cos(2(—1—ti)) - (i)
—2i

1 cos(2(—t+1)) - (1)

. )

. 2
- 005(2(1 +ti)) 1

- cos(?(—t + z))

-1

= — 005(2(1 + z)) + 008(2(1 — 2)) -

— cos(2(=1+1)) + cos(2(1+1)) = 0.

Losung 5.4.2 1. C={z=1y, ye|[-1,1]}, dz=idy =

i y ! y? L
/Mdz:/’y|idy=2i/ydy:2z'-— =
. , 2 |
i e 5
2. C = {z(t) =cost +1sint, t € {—;70 U [77, 7;” _
3
— {z(t) = cost+isint, t € [_W’_WH’
27 2
dz = (—sint +icost)dt =
. _3x
Z 2
/\z|dz = 1-(—sint+icost)dt =
—gﬂ _3,
= cost +isint =i(l+1) = 2.
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3. C= {z(t) =cost+isint, t € {—W q} =

2’2
/|z]dz:

jus
2

Bl
3

2

= 21.

2

+2sint

—

(—sint 4+ icost)dt = cost

(ME]

Die Funktion f(z) = |#| ist nicht analytisch, vgl. Beispiel 5.2.5(a), deshalb

ist der Wert des Integrals wegabhéingig.

Loésung 5.4.3 C' := C; UCy U C3U Cy, wobei

C, ={z=tte[0,1]}, dz=dt =

1
=" -1
0

Y

1
_ 1
/W@”Z dz:/ﬂe”t dt = me™=
T
& 0

Cy ={z=1+it, te€[0,1]}, dz=idt =

1 1

1
/ we™ dz =i / 7™ gt = jrem(1-1) _—_
& / s

Cy = {Z:t—Fi,tG[l,O]}v dz=dt =

0

0 L0
/ e dz = / 7™ gt = et | = 7T (170 = o7 1,

v
Cs 1 1

Cy = {z=it, te€[l,0]}, dz=1idt =

=em—1=-2
1

0
/ T dz =1 / e U dt = jwe T ——
1

-
Cy

= 7{Weﬂzdz:e”—1+26”+e”—1—2:4(e“—l).
c

— " — 67r(1—z) _ 2€7T,

Losung 5.4.4 Die komplexe Integration analytischer Funktionen ist besonders

einfach, wenn man die Stammfunktion kennt, vgl. Skriptum. Gilt F'(z) = f(2),

SO ist

/ F(2)dz = F(z) — F(=).

D.h., die Integration im Komplexen verlduft wie im Reellen.
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(a) Es seien F(z) und G(z) in einem einfach zusammenhingendem Gebiet

(b)

B C C analytisch. Dann gilt

d

i (FRIGE) = FRIGE) + FRIE ).

Es sei C' ein stiickweise glatter Weg in B, der die Punkte z1, 2o verbindet.
Dann liefert die beiderseitige Integration der letzten Gleichung

72 d(F(z)G(z)) = 7(F(z)G(z)>,dz = 7 F'(2)G(2)dz + 7 F(2)G'(2) dz.

Die Funktion F(z)G(z) ist eine Stammfunktion und das erste Integral ist
wegunabhéngig, woraus

F(2)G(2) | = [ PG de+ [ FE)G () dz
oder . .
| Fe)G' (=) dz = F)G(2) v | F)6()d:
folgt. O

L. F(z) =2z G'(z2):=e* = F(2)=1, G(2) = ;622;
F(z) und G(z) sind analytisch in C =
/ ze*dz = / F(2)G'(2)dz = F(2)G(z) — /F’(z)G(z) dz + ¢ =

1 1 1 1
= 52622—/ie%dz—i—c:ize%—zezz—l—c:

(e cmema
= —¢ Z — — C C = const.,;
2 2 ’ ’
; 1 Nt 1,1 1/ 1 1
2 2 2 2
zd - z — — — - - — — —_— = — ]_ .
0/26 27 5¢ (Z 2)0 2% "2 2(2) 1@+

2. F(2):=2% G'(2) :=sindz = F'(2) =22, G(2) = —icosllz;
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F(z) und G(2) sind analytisch in C =

/ZQSin4ZdZ = /F(Z)G/(Z) dz = F(2)G(z) — /F/(Z>G(Z) dz+c=

1 1
=1 22 cos 4z + 3 / zcosdzdz + c;

F(z):=2,G'(z) =cosdz = F'(z)=1,G(z) = isinélz;

F(z) und G(z) sind analytisch in C =

/ zcosdzdz

/ 2?sindzdz

27
/ 2?sindzdz
0

1 1
Zzsin4z—/isin4zdz+c =

1 11
——2%cosdz + gzsin4z+ 3 Zcos4z+c:

4

1
3 (—822 cosdz + 4zsindz + cos 42) + c;

2

1
32

{—822 cosdz + 4zsindz + cos 42}

0

312 (-8@m)?+1-1) = -

1

3. F(2) =242, G'(2) =e” = F(2) =1, G(z) = - %

?

F(z) und G(2) sind analytisch in C. Setze zy :=0, z9:=7+1i =

z2

/

zZ1

(z42)e”*dz

1 . |*2 1 .
—(z+2)e” — | —e¥dz =

(
7 = 7

z1

1 I 1 1 .|
f(ﬂ+i+2)€z(ﬂ+l)_f2—§€w =
) ) ) -

_Z-(2+7T+,l')efl+’iﬂ'_’_2Z’+€71+’L’7T_1:
—i(2+ 7+ 2i) e (cosT +isinT) +2i — 1=
i(2+m+2)et +2i—1=

e (i2+7m) —2) —1+2i=
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= e'(-2+4i@2+m) - 1+2i=
= —2¢7' —1+i(e 247 +2).

Losung 5.4.5 (a) Die Partialbruchzerlegung

1 _ A B
(z—=1)(z—-2" 2z2—-1 2z-2

ergibt A= —1, B=1. Mit f(z) = sin(n2?) + cos(m2?) gilt fiir das Integral

j{ /() dz = ﬁdz— Mdz
L

z—1)(z—2) Joz=2 Joz—1 '

Die Funktion f(z) ist analytisch in € und zo = 1 bzw. z; = 2 liegt innerhalb
von C'. Wir wenden die Cauchy’sche Integralformel an

1 (2) , _
Tm(; Z_Zodz—f(zo)

und erhalten

sin(m2?) + cos(m2?) o . _
PGy e = 2= 2w ()

= 2mi((sindm 4 cosdrm) — (sinm + cos7)) =

= 4m.

(b) Wir fithren zuerst die Partialbruchzerlegung durch:

1 A B
o ::z—i+z+i = 1=A(z+1i)+B(z—1i), VzeC.

Mit z =1 folgt A = % Mit z = —i folgt B = }21 Dann ist

1 zt 1 1 zt 1 zt
7.%76 dz = — 7]{ ‘ .dz_i.]{ ‘ -dz | .
271 2241 21 \ 2w z—1 271 z+1
C C C

Wir wenden die Cauchy’sche Integralformel an und erhalten

1 et 1 /0 _u .
QMfZQ—HdZZQZ(e — € )ZSIHt.
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Losung 5.4.6 Wir verwenden die Cauchy’sche Integralformel. Die Integrations-
wege sind stiickweise glatt und werden im positiven Sinn durchlaufen. Die Funk-
tion f(z) = cosmz ist analytisch in C. Es gilt

112 1/2
22—1 z2—1 z+1

und damit ist

I::i % COSTTZ dz:i, fcoswzdz_]{ COSTTZ N
271 22 -1 A z—1 z+1
C c C

1. 2o =1 und zy = —1 liegen innerhalb des Integrationsweges und deshalb ist
: ( >
I =— | cosmz — COSTZ =0.
4ri z=1 z=—1

2. Nur zp = 1 liegt innerhalb des Integrationsweges und deshalb gilt nach

dem Cauchy’schen Integralsatz ( flz) = 27T ist analytisch innerhalb von
c)
f COSTZ 0.
z+1
Folglich
1 COSTTZ 1 1
I:—,f Z = — COSTZ = ——.
4 z—1 2 =1 2

Losung 5.4.7 (a) Cauchy’sche Integralformel:
f(2) = € ist analytisch in C, zy = 0 liegt innerhalb von C, n = 2;

iz wz\ I
]{ e—dz = 27 (c”)
C

2

= mi°e”?

23 21 1.,

(b) Nullstellen des Nenners: zg = 0, 212 = +2iv/2. Davon liegt aber nur zp = 0
innerhalb von C. Es sei

1 o I} y

—— + + ,
2(22+8)  z 2—2V2 24202

(5.2)
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dann ist
CoS 2z CoS z CoS 2 COS 2
e f R f s f
(Z{ 2(2%2 +8) b Z— 202 Tr + 2z\/_

verschwindet nach dem
Cauchy’schen Integralsatz

=27 t.

CoS 2 .
=« f dz = 2mix cos 2
z=0

z
C

Es geniigt also, a zu finden. Aus (5.2) hat man
l=a(2+8)+82(z4+2iV2) +v2z(z—2iV2), VYzeC.

1
Wir setzen z=0: 1=8a = azg
und damit . _
cos 2 i
—————dz =2l = 27— = — .
§ iy L tmai=tgi= g

Losung 5.4.8 (a) Cauchy’sche Integralformel:
f(z) = sin® z ist analytisch in €, zo = ¥ liegt innerhalb von C;
6

f(2) B sin® z
dz = jz —dz = 2mi f(2)

zZ— 20 6

T 1\6 )
- 2 ‘ . 6 () - 2 - <> - 32
71 sin 5 T 5 %

(b) Cauchy’sche Integralformel:
f(2z) = sin® z ist analytisch in €, 29 = ¥ liegt innerhalb von C, n = 2;

 21mi
= 16
6

= m (30 sin* z cos? z — 6sin® z)

z=
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(c) 1. Cauchy’sche Integralformel:
f(2) = % ist analytisch in €, zy = i liegt innerhalb von
C={z€0; |z—1] =4},
€3Z )
j{ — dz = 27 €% = 271 ™ = —27i.
Z—im i
2. zg = im liegt auflerhalb der Ellypse C, da
|20 — 2| + |20 + 2| =2V4 + 72 =745 > 6,
d.h.,
3z
j{ ¢ —dz = 0
Z—m
oi
nach dem Cauchy’schen Integralsatz.
5.5 Potenzreihen
Losung 5.5.1 (l)i L limii—
& 2o 2o @i 2 & 2 nivso £ (20)F
1
% 1 1 1
I -3 ) = 142
2zn5§o -1 T2i-1 —1+2i 5 (1+2).
1 1 1
) - -
nn+1) n n+1
1 SR U U
n=1 Zn(n + 1) B i n=1 n n=1 n+ 1 N
1 | (1 L 1 L 1 n n 1 1 1 1 )
= - lim -+ == === -
7 m—o0 2 3 n 2 3 n—+1
1
— - - —1
i
Losung 5.5.2 Es sei Z a,z" eine Potenzreihe in €. Thr Konvergenzradius 7 ist
k=1
gegeben durch
1
r= :
limsup /|ag| hm sup vy
k—o0 k—o0 Qg
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1. ak:ﬁ,

2. Anwendung der 1. Formel fiir r:
k! k2 1
ak:ﬁ% k:k W \/T:>l1m \/e—k\/?272>
e

Stirling’sche Formel
(fiir groBe k—Werte)

r=e.

Anwendung der 2. Formel fiir 7:

1 1 1
r = = T = B —
lim sup disl im (k+D! & . k
k—o0 ag, ko0 (k+ 1)k+1 k! kgglo m
1 k
= m (1) = e
3. ap = k‘lnk =
n 2 n
lim VAR = lim k% = lim e = lim " =

} 2
= limer=1 = r=1.
k—oo

Losung 5.5.3 (1) Quotientenkriterium:

.|zt _ (z+2)" (n+1)3-4n
lim = lim . =
n— oo Zn n—oo (n + 2)3 . 4n+1 (Z + 2)77,—1
3
. |(z+2) [(1+1 |z + 2
= 1 . L = < l&
ntoo | 4 1+2 4
|z 42| < 4,

d.h., die Reihe konvergiert absolut fiir alle z mit |z + 2| < 4.
Fir [z 4+ 2| =4 gilt
o0 n—l

100
(n+1)3-4n Z; n+1

n=1

d.h., die Reihe > z, konvergiert fiir alle z € € mit |z +2| < 4.

n=1



[5.5] Potenzreihen

147

(2) Wurzelkriterium:

Fuar

d.h., die Reihe Z 2, konvergiert fiir alle z € C mit

. ) " 1 z+ 1\"
lim {/|z,] = lim >3 ( 1)
n—oo n—oo n# - n z —
.o 1ljz+1p 1 1
= lim - |—| ——= ==
ntoe 3|z 1| Y2 3
z+1
< 3.
z—l’

%}’ = 3 gilt

¢ . 1 7241
mit 523 <z—1>’

n=1

z+1
— < 1&
z—1
€l =1,

Zil’<3
z—1| — 7°

Losung 5.5.4 Wir betrachten den Hauptzweig der Logarithmusfunktion. Dann

gilt
f(2)
f'(2)

In (1tz) =In(l+z) —In(1 — 2),
1 1

1+ 2 L
—1 (—1)?

A+ 27  (1_22

(=D(=2) , (=1)°(-2)

(2P T a=2p

(=D(=2)(=3) |, (=DH(=2)(=3)
e

Y

(D)= | (k= 1)
Arar Ao ae

(—DF Yk -1+ (k—1)! =

(k= 1t ((—1)F1 +1) :{ 2(k — 1)1,

ke N =

0, k € IN, gerade
142\ &0, & (k-1 e
1 — — _
n(l—z) DT > QZ 2k

k=0 : k=0
k ungerade

k € IN, ungerade

EN
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Die Reihe fiir f(z) hat die Form f(z) = Y a4 2" mit ay = 2, k ungerade, k € IN.
k=0
D.h.,r=1.

Losung 5.5.5 In diesem Beispiel gilt fiir jede Reihe Z a,z", dal die dazugehori-

n=1

ge Folge { o+l } nur einen Haufungspunkt hat. Deshalb ist
Qp, ne
1
r= :
limy, o0 |#2H
1
=2 = r=2,

1. lim
n—oo 9 +3 2" —1
2n+1 2ntl 1

. (=)™ (2n—1)! ) 1
2.1 : =1 - =0=
n0o ‘(Zn + )l (=t | e | 2n(2n+ 1)
r = 0o, die Reihe ist fiir alle z € C konvergent,
3 lim 1 (n+1) In(n+1) — lim In(n+1) 1o
" o 424+ 3VnF 1 n lnn n—co Inn
2n + 3y/n
r=1.

Losung 5.5.6 (a) Notwendige Bedingung fiir die Konvergenz: Die Glieder der
Reihe miissen eine Nullfolge bilden, d.h., es muf} |z| < 1 gelten.

Wir zeigen, daBl ) 2" (1 — 2) = z, |z| < 1 gilt. Dazu definieren wir

n=1
Sp(z) = 2(1—2)+22(1—2)+...+2"(1—2) =
= z—224+22 4+ 2" =" = -
Nun ist
|Sn(2) — 2| = ‘—z”“’ = |z|"" <&

fir (n+1) In|z| <lneg, d.h,,

1 1
B oder n> 25 1 fiir 2 # 0.

1>
n In |z| In|z|
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[5.5]

Ist z =0, soist S,(2) =0und |5,(0) — 0| <e, Vne N =

Y 2"(1-z) = lim 5,(z) =z, fiir [z < 1.
n=1

(b) In (a) wurde gezeigt

Ine

— —1 <1

|Sn(2) — 2| < e fir n>
Damit konvergiert die Reihe auch fir |z] < 1/2. Es sei € fest. Fiir |z| < 1/2

tritt nun der groBte Wert von ; 1“5 —1bei |z| = 1/2 auf und betrégt 1(252) 1.

Daraus folgt

Ine
|Sn(2) — 2| <&, Vn>N = Ln(lﬂ)—lw,

wobei N nur von ¢ und nicht von der speziellen Wahl von z abhéingt. Die

Reihe konvergiert somit gleichmdfig fur |z| < 1/2 .

nlnn
> In(n™) L an | _ .. n! _
@ 2= = = i e D e D)
(n+1)!
’ Inn y 1/n
== mn————=1m n——— =
n—oco In(n+1) noee  1/(n+1)
= Jim (n+1)=
>, nl : (n+1)"
3 "= = 1 = lim —————%—
(B 2 e s PR L Sy s
1)~ 1 n—1
= i = (1) =

> 1
Losung 5.5.8 > —z" = r = lim
n

n—oo

— P (1+1):1;»
n

n—oo n n—oo

n=1 (n+1
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Die Reihe konvergiert fiir alle z mit |z| < 1.
Fiir 2 = 1 ergibt sich die harmonische Reihe, die divergent ist.

Sei |z| =1, z # 1. Das Cauchy’sche Konvergenzkriterium: Gegeben sei eine Folge

{Sn},cIN- Diese Folge konvergiert, falls
Ve>0 dN(e): Vm, k> N(e) = |S,— Skl <e.

(e o]

1
Es sei S, :=>_ izl, |z| =1, z # 1.
I=1

Koénnen wir zeigen, dafl unsere Folge das Cauchy’sche Konvergenzkriterium
erfiillt, so konvergiert sie und die Behauptung ist bewiesen. Zu zeigen ist:

Ve>0 dN(e): VYm, k> N(e) =

| S — Sk| = i}zl—Z;zl = i jzl <e,
=1 =1 I=k+1
wobei 0.B.d.A. m > k gewéhlt wurde.
Wir schétzen zuerst (1 — z) i Z:, vgl. Hinweis, ab:
n=k
UL 4 mol pntl o1
-1 Z;F N n:Zk_I n+1_n§€ﬁ e
K JmAl| m=l ontl
= % T nz:‘jc n(n—i—l)‘
Sl L % 12
— k m ‘Zn TZntl k
mo] 2
; n” klz—1]| <
UL RPN R
n=k+1 (k+1)[z =1

2
(Vz# 1 und |z| =1) falls k, m > N(g), wobei N(g) = LZ T 1-‘,

5.6 Laurentreihen, Residuensatz

o L2k o L2kl
Lo 5.6.1 (1) coshz="> ==Y oo
osung (1) coshz 2 (2p) = f(2) k;z::o 2k 2)
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[5.6] ,

d.h, f(z) hat bei zy = 0 eine hebbare Singularitit und ist mit

1 —coshz
] z # 07
f(z) = 2
0, z =0,
analytisch in C.
(2) f(z) besitzt bei
29 = 4 einen Pol 2. Ordnung,
0= . einen einfachen Pol,
2o =1—2
weil 4, ¢ und 1 — 27 keine Nullstellen des Zéhlers sind.
1 1
(3) f(z2) = 1— und der Hauptteil hat unendlich

Go12 TaGE—1
viele, nicht verschwindende Terme, d.h., f(z) hat eine wesentliche Singula-
ritdt bel zg = 1

COS 2

Losung 5.6.2 1. f(z) =cotz = und

sin z
sinz =0 fiir 2 = km, k € Z,cosz =0 fiir 2 = 2k +1)3, k€ Z.

cot z besitzt bei zg = km, k € Z, Polstellen 1. Ordnung, weil die Nullstellen
des Nenners keine Nullstellen des Zahlers sind und weil fiir jedes feste k € Z

_ —k .
Res f(z) = lim (z — k) C?SZ — lim cosz — (z ) sin 2 _,
zo=km z—km sin 2 ke I

gilt.
2. f(z) hat bei z; = 3 einen Pol der Ordnung 2,

d ze

Res f(2) = lim — ((z —3)2. <z—;)2> i L (ze"‘t) -

z—3 dz z—3 dz

= lim (eZt + zte”) = &3 4 3te.

z—3

Losung 5.6.3 (a) (1) z = 0 einfacher Pol; z = £2i Pole zweiter Ordnung;

1 20
lim f(z)=lim ——— =lim ———— = 0.
z—»oof( ) z—0 i ( 1 + 4)2 z—0 (1 + 422)2

22
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(2)

(b) (1)

e =12=2nm, n € Z,

: : 1 :
lim (z — 2nmi) =2nmi lim — =2nmi =
z—2nmi e? — z—2nmi e*

die Stellen z = 2nmi sind einfache Pole. Fiir n = 0 kann auch eine
hebbare Singularitit vorliegen:

z 1
f(z) = 2 3 _1 > 52 )
Z—Fa‘f‘g—l-... +i+§+“.

d.h., z = 0 ist eine hebbare Singularitédt mit lir% f(z)=1.
Verhalten im Unendlichen:

1 1
lim — zlimi:hmizo,
20 er — 1 220 (/7 1) 20 z(eM7 — 1)

weil e+ schneller gegen oo strebt als z gegen 0.

z = 0 und die Nullstellen von sin z, d.h., z = k7, k € Z, sind Singu-
laritdten der Funktion.
Wegen

1
limz(cotz—):hmz - —1=1limcosz—1=0,
z— z z—0  SIn 2 z—0

kann in z = 0 sogar eine hebbare Singularitéit vorliegen, wihrend aus

! k
lim (Z—/WT) (Cotz— ) = lim (Z—knr) COS 2 _ cos km _ 4

2k z z—kT sin z cos km

folgt, daB8 z = km, k € Z\{0} einfache Pole sind.
Es gilt

1 1 1 1 4 1 1 1
otz ——=—-——-2z——2"— ——=—cz——=2z"—...,

z z 3 45 Tz 3 45

d.h., aufgrund dieser Darstellung bestétigt sich, dafl in z = 0 eine
hebbare Singularitat vorliegt.

lim f(z) = oo; im Unendlichen liegt eine wesentliche Singularitét vor.

Z—00

20:2,

, 1 1 1 ‘
J(z) == (1_2!(2—2)2+4!(z—2)4_6!(2—2)6+“'>’
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Wir entwickeln 23 um die Stelle zg = 2:

2= (-2 +A(E=-2°+B(:x-2)+C, 2=2 = C=38

322 = 3(2-2)2+24(2-2)+B,2=2 = B=12
6z = 6(z—2)+24, 2=2 = A=6

S = (B h) s Ry -2
(2) f(2) = ijji 2 (2 +21Z)~(Fz1— 2);

Rey f(2) = lim 2= :1),

Res f(2) = lim Qsz 11 - g

3) Res f(z) = lim 2 2 i 22 g
z=0

z—0 22 z—0 Zz
Achtung!
. sinz . .
Wegen hII(l) =1 ist zg =0 nur ein Pol erster Ordnung fiir
z— z
sin 2
— |
f(Z) - 22 *
z4+1 1

4 = = N

WIE) = ey ~ =2
Die Stelle zy = —1 ist eine hebbare Singularitét, in zg = 2 liegt ein Pol
1. Ordnung vor,

Rep /=) =1

oS 2 1 2k o0 2k—6
Losung 5.6.4 1. = — Y (=1 =Y (=1)* —
26 25 g::O (2k)! kE::o (2k)!
[eS) ZQk 1 1 1 ) ZQk
= e - = IRV
k;3< TG TR Fri Y +k§]( ) ko)
Hauptteil
Res sz 0.
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1 -1 1 -1E .
2 22(2—1)_22 1—22?'2_%2 (fur[z\<1>
1 1 &
=———-- "= R = -1
REJIRP A ey
Hauptteil
1 [e'S) Z72k71 ) (_1)k 1
3.sin — =Y (-1 T — = : =
D D ey I DRy
Hauptteil, wesentliche Singularitét
1
Res sin — = 1.
z=0 2z

Losung 5.6.5 (a) g(z) hat Nullstelle der Ordnung m < oo an z = zy =
g(z) = (2 —20)"g1(2) mit g1(z0) # 0, g1 analytisch in einer Umgebung von

m—1

g(z) =m(z—20)""91(2) + (2 = 20)" g1 (2) =

= P I ) £02

/
g() hat Pol erster Ordnung an z = z, d.h.,
9(2)
/ /
Res 7 (2) = lim (z — 2) g(z) = 0
2=z g(z) Z—20 g(z)
(b) g(z) hat Pol der Ordnung m < oo an z = zy =
g(z) = (Zg_l(j))m mit g1(20) # 0, g1(2) analytisch in einer Umgebung von
20 = 0
gi(z myg, (2
g/(z) _ 1( ) N 1( )

(z—z0)" (2= z0)""

= - =
9(z)  qi(z) z—2
/ /
g(z) hat Pol erster Ordnung an z = 2y, d.h., Res g() = —m. a
9(2) =20 ¢(z)

Losung 5.6.6 Die gesuchte Laurentreihe gewinnt man am einfachsten durch ele-
mentare Umformungen (Partialbruchzerlegung und geometrische Reihe):
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(i) Partialbruchzerlegung ergibt
1 1 1 B 1
2(z—=1) (2 —2) 2(2—2)

:%_z—l

nach Potenzen von z im Kreisring

(ii) Entwicklung von
z—1 z—

1< |zl <2

) o1

o Fiir [z| > 1ist 7l < 1 und daher
z

mit der konvergenten geometrischen Reihe
B n=0 <

2] < 1 und daher

_ Z n+1)

o Fiir |z| < 2 ist

Im Kreisring 1 < |z| < 2 lautet die Laurent-Entwicklung um zy = 0

1 ——Zz—fz 22””

z2(z—=1)(2—=2) 2

Losung 5.6.7 f(z) hat an zy = 0 einen Pol k—ter Ordnung, d.h

hII(l) Ffz)y=C

mit einer Konstanten C', C' #£ 0, C' # oo
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Es sei p(z) = ap + a1z + ... + a,2", a, # 0, also p(f(z)) =ap+a f(z)+...+

a; (f(z)) )

Dann ist

lim 2"q(z) = ilgl) 2 (ao +arf(z)+... +ta, (f(z)>n) =

z—0

= i () 4 (50)) =

- GOPL%Z —l—allli%z f(z)++\af/£1£>r(1)<z f(z)) =
=0 =0 70

= a, (lir% zkf(z)>n = a,C" (3& 0, # 00),

zZ—

Stetigkeit der
Potenzfunktion

d.h., ¢(z) hat an z; = 0 einen Pol der Ordnung nk.

1

Lﬁsung 5.6.8 f(Z) = m,
z

(a) Substituiere in -1 = >°° | w" (geometrische Reihe) w durch —z° =

flz) = i (=)™ 2> fiir 2] < 1.
n=0

Uberpriife den Konvergenzradius » = lim L 1, d.h., die Reihe ist
eine Taylorreihe um 2y = 0 mit r = 1.
1
b 2) = ——— = hat in ¢ und —¢ je einen einfachen Pol. Die Partial-
bruchzerlegung liefert
11 11 1 1 1
1) = _§z—i+§z—|—i __§z—i+§(z—i)+2i B

IR U S S
2z—i 221+ 4(z—1)

1 1 & 1\" N
- —22_@*4“0(‘2@») (==1)
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d.h., die Laurentreihe um zy = 7.

Konvergenzgebiet: In der Herleitung wurde wieder die geometrische Reihe
verwendet. Diese Reihe konvergiert fiir

<l & |z—-il<2 =1r =2

n—soo 1\ = nh—golo ’_22‘ = 27
(~)

sieht. Aus der Laurentreihe liest man ab,

1 7
R S

Losung 5.6.9 Es gilt

‘ 1 1 1 5 2
cotz=——-2——2"— —2"— .-
z 3 45 945 ’

cos z = cosh(iz), isin z = sinh(iz).

Daraus folgt

cosz . cosz  cosh(iz) . ,
cotz=——=i— =i——— =1 coth(iz) =
sin z i sinz sinh(iz)
1 . , .
cothz = = cot(—iz) = cothz=1icot(iz) =

]

11 1, 2
z

cothz = R S I,

3 45 945

Bemerkung: Die Laurentreihe fiir cot z kann man aus den Taylorreihen fiir sin z
und cos z herleiten. Die Rechnung ist aber miihsam:

0 Z2n
1+ 1"
; cos z ,; (=1) (2n)!
cotz = = -
sin z Z2ntl

2+ 2 (0" Gy
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fe'e) ZZn
1+ 1)
P Y G =
= — = 5 (Substltulere > (1) e u)
S 3 (—1) z = (2n +1)!
n=1 (2Tl + 1)'
11+i(mnﬁ L (wieder ei trische Reihe )
= - — wieder eine geometrische Reihe
2 = 2n)! ) 1+u &
o] Z2n 0
z<+§<>@w><§<)“>
1 o) Z2n [e%e) (o) z2n m
= — (1 -1 . 1™ B L e— )
L g (e (Eorean) )
Um z.B. die ersten 3 Glieder auszurechnen reicht es m = 0 und m = 1 zu
betrachten:
1 22 24 22 A
11 1
-z 3 ® 45 i

Konvergenzgebiet: cot z hat Pole bei den Nullstellen von sin z, 0, £, +27, .. ..
Es wurde die geometrische Reihe verwendet, d.h., das Konvergenzgebiet ist der

Kreisring 0 < |z| < 7.

Losung 5.6.10 Wir verwenden Beispiel 5.6.9:

1 1 1 1 1 1
cotz cothz = (—2—23—~-> (+z—23—|—~~>=

z 3 45 z 3 45
1 1/ 2 5\ 1, 17,

_ I N e N
22z ( 45 ‘ > 9 i 22 45 &

S R 0
cot z coth z 7
Ry (55 =
. L 9(z) _ ! .
Losung 5.6.11 f(z) := — g(z0) #0, h(z0) =0, h'(20) #0;
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(a) Wegen h(zp) = 0 hat f(z) an der Stelle z = z; eine Singularitét. Es ist

lim (=~ 20) () = lim <‘h(>)g<> e
_ oy B9 () +9(z) _ glm)
N zl—>zo h,(Z) h/(Zo) < ’

de ’Hospital

also liegt ein Pol 1. Ordnung vor.

(b) Aus (a) folgt unmittelbar

(c) An den Stellen zy = nm, n € IN, hat sin z eine einfache Nullstelle; daher
hat f(z) = - dort je einen Pol 1. Ordnung, vgl (a). Nach (a), (b) ist
1 1
Res = =(—-1)"

z=nm §in z COSNT

1 _
Losung 5.6.12 f(z) = — e(z=1) 1;
z

Zwei singulére Stellen:

1. zp = 0 ist ein Pol 1. Ordnung mit

Res f(z) =011 =¢!,

2=0

2. zp = 1 ist eine wesentliche singulére Stelle:
Betrachte Laurentreihe um 25 = 1,

1 -1 > 1
Z ez — —(z—1)"
P (z—1)+1 Z:: n! (2

- (S ere-r) (f: LG-n7).

m=0 n=0

Die Koeffizienten von 211 —n=—-1l<n=m+1, dh,

- m 1 _ — m+1 1 _
mz::()<_1) (m+1)! 1_1_7712::0(_1) (m+1)!
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> 1
— 11 =Y ()= =
mZ::l( ) m!
o m 1 1 0 1
= 1—2_:0(—1)m:1—e (=e’—e )=
R_elsf(z) = 1—-el.

Losung 5.6.13 1]{ dz—f :% —
8 iz L (2= 1)? 1—|—,z2 Z (z41) (2 —1)

Der Integrand f(z) hat an z = 1 einen Pol 2. Ordnung, an z = +i einen
Pol 1. Ordnung. Dabei liegen z = 1 und z = +¢ innerhalb der geschlossenen
Kurve C' und z = —1 liegt aulerhalb von C.

Daher folgt nach dem Residuensatz:

§ 1) d2 = 2mi (Res J(2) + Res (7))
c

wobei
d 5 .
Res /() = i - (-1 1) = lm = = =5,
; - : 1 1 1
e/ S e (z—120:z+1) (-12G+1) 4

und damit 11 -
(Z{f(z)dz:Qm <—2—|—4> =5t

emz

2. fﬂz)dz:j(z—ai)(z—i)dz’ (-l<a<l1l melR);

Der Integrand f(z) hat je einen Pol erster Ordnung an z = ai (innerhalb
von C') bzw. z = i/a (auBerhalb von C).

Aus dem Residuensatz folgt
§ 7(2)dz = 2mi Res f(2),
c

wobel




[5.6]

Laurentreihen, Residuensatz 161

2mi "™ 27a
dz = — = s :
j{f(z) z a—1) a2_1(cosam+zsmam)
C a
Losung 5.6.14 (1) tan7mz = s1n7rz7
COSTZ

1
coswz:O<:>7rz:g+k7r, k€Z<:>20:§+k’, kel.

An den obigen Stellen z, verschwindet sin 7wz nicht, deshalb sind diese Stel-

# 0 und

len singuldre Stellen von tanmz . Es gilt (cos7z) = —wsinmz

deshalb sind die Stellen z, Pole erster Ordnung fiir tan 7z, sieﬁ)e Beispiel
5.6.11. Innerhalb von C,, liegen 2n Stellen, ndmlich

1 2n 1 1 11 1
{Z(())”Z(() )}: {_2—(71—1),,—2—1’2’24_1’72_’_(”_1)}
und

Res tanmz = lim (2 — zp) SIMTE

7=%0 Z—20 cosS Tz
~ lim sinmz 4+ m(z — z0)cosmz 1 s
e —msinmz o 0

Nach dem Residuensatz gilt

2n 2n
. . 1
(ftanﬂzdz = 2mi E Re(% tan Tz = 271 E <—> =

k=1 2=2%; k=1~ T
2
= —2mi- 2 = —dni.
T
Die Nullstellen des Nenners sind zy = —2, 2y = 21, 20 = —21, 23 = 0. Da
der Zihler an diesen Stellen nicht verschwindet, sind z; = 2i, 2o = —2i,
Pole erster Ordnung, z3 = 0, Pol zweiter Ordnung und zy = —2, Pol dritter

Ordnung.

Innerhalb des Integrationsweges liegt nur (zum Gliick!) z; = 2i und damit
ist das einzig relevante Residuum

B 2(2i)*+5 B 3 B
Reg f(2) = (2i 4 2)% (20 + 2i) (20)2 16 (20 +2)®
3 3

1687 (1+14)3 1287 (1+1)
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Schliefllich,
222 +5 _ 3 3m
f dz = 2mi - — = —-
(z42)3 (22 +4) 22 12843 (1+14)3  64(1+14)3
(3) Die Nullstellen des Nenners sind zp = 0, 21 =i, 2o = —i und da dies keine

Nullstellen des Zéhlers sind, liegen Pole 1. Ordnung vor. Alle drei liegen
innerhalb des Integrationsweges, d.h.,

1 et 1 ,
i f ™ = a2 (R S0+ R S+ Ry S0 ) =
zt zt zt
= lim ——+Ilim —+ lm —— =

20 2241 z—i z(z+z) g z(z—i)

eit 6—z't
= ]_ _ _— =
* 22 * 242

1
= 1- 3 (cost+isint+cost—isint) =1 — cost.

Losung 5.6.15 1. Beispielklasse:

_ZO flz)dzx, f(z)= ggg, P, @) Polynome iiber R.
In unserem Fall ist ) P(2)
z z
M& == g0y

d.h., GradP(z) < GradQ(z) und die Nullstellen von Q(z), 21234 = ? (jzl + i),
sind nicht reell. Damit gilt (vgl. Skriptum)

7f<fv)dx = 2mi >. Res f(=)=2mi (Res f(2) + Res £(2)),

k=1 Im(zp,)>0

wobel 21 1= 72 (1+i), 29 1= g (—1+i).

Da z; und 23 Pole erster Ordnung sind, gilt

22

R /) = ) e e T o )
22 1

(21 — 29) (21 — 23) (21 — 24) B 2v/2 (1 +14)’
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analog
22 1
Res f(z) = 2 = 5
Res 712) (22— 21) (22— 23) (22— 21)  2V2(—1+1)
woraus
7 2 P 1 N 1 ™
———dx = 2mi =—=
Jo 1t 2W2(141i) 2v2(=1+1i)) V2
folgt.

Losung 5.6.16 2. Beispielklasse:

_ZO f(x)dz, f(z)= gg; e”; P, Q Polynome iiber R.
(1) Hier ist
_ 1 waz __. M 1az
f(z)_z—z'be o Q(z)e ’

wobei GradP(z) < Grad@(z) und die Nullstelle von Q(z), zo = ib ist nicht
reell. Da Reb > 0 ist, gilt Im 2y = Reb > 0. Damit ist (vgl. Skriptum)

1az

/f(:r:)dx = 27Tizn: Res f(2) = 2mi Res ¢ =

k=1 Im zp >0 z=ib Z = Zb

iaz
ab

= 2#@3%(z—zb)z_ib:27r26_ &
/f(x)dx = 2mie”®, aeR,.

O

(2) Alles wie in (1), nur die Nullstelle des Nenners, zy = —ib, hat fiir Reb > 0
einen negativen Imaginérteil, woraus

[e.9] o0 iax n

/f(x)dx: / xe_i_ibdx:QmZ Res f(z) =0,

n=1 Imz;>0
—_———

leer

—00 — 00

folgt. O
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Loésung 5.6.17 Zu zeigen ist

2m
coS 3 s

/ 5—4cosp LD

Beweis: Es handelt sich um ein Integral aus der 3. Beispielklasse. Standardsub-

stitution lautet

, . 1
z = ¥ = dz=1ie%dyp;, dp = —dz,
iz
Ccos = =
¥ 9 B 5
e + e~ 24271
cosp = = ;
2 2
d.h.,
cos 3¢ 23+ 273 1
——dp = o —dz =
J 5—4cosp L 20 —4(z+27H/2) iz
1 2641
2i i 23(bz — 222 —2)
1 20 +1
= —— / dZ.
2i i 2322 —1) (2 —2)

Der Integrand hat die folgenden Pole:

(1) z=0, 3. Ordnung,
(2) z=1/2, 1. Ordnung,
(3) z=2, 1. Ordnung.

Innerhalb des Integrationsweges liegen nur die Pole (1) und (2). Daher gilt:

25 +1
74 DY e

|z|=1
2 +1 2 +1
=2m |R R
™ <z=60S 2322 —=1) (2 —2) * 12 2322 —1) (2 — 2)
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mit
2041 S S S A 2541
Res = lim — - — =
=0 z23(2z2 —1) (2 —2) =0 21 dz? 2322 —-1)(2—2)
1. d [827—3525 41225 —42+5
= —lim — =
2:-0dz (222 — 5z +2)?
_ 122
2 487
Res 25+1 B (1/2)°+1 . 65/64 65
=12 322 —1) (2 —2)  (1/2)3-2-(1/2—-2) —1/4-3/2 24
]{ 241 d 9 ,(21 65) % N
2 = 2Mmi (=== =—=
A 2322 —1) (2 —2) 8 24 6
€oS 3¢ R
J 5—4cosy 7T Ty 6 12 B

Lésung 5.6.18 Substitution z = Re™; dz = iRe™ dyp fithrt auf

, In(z + 1) T In(Re' +1i) i
A ey o) T e
Tr 0
Abschétzung:
In(Re +4) . [ In(Re?+i)
‘/ TR2e%¢ 4 ] ihetdp| < 0/ R2e2i¢ 4+ 1 ihet | dp <

/“ |In(Re¥ +i)| R

1. In (Rei“" + z) =In ‘Rew + Z’ +rarg (Rew + z) ,
dabei ist

‘Rew +z”2 = (Rcos)? + (Rsinp + 1) = R+ 2Rsinp + 1< (R+ 1?2 &

wegen sin p€[0,1]

jReM@\ <R+1
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und arg (Rei‘p + Z) € (0, ), woraus

’1n (Rei‘p + Z)‘ < \/ln2(R+ 1)+ m2, Veel0,n],
folgt.

2. R?e* 4+ 1= (R*cos2p+1)+iR’*sin2p =

, 2
‘R2621¢+1‘ = R'cos®2¢ +2R%*cos2p + 1 + R*sin?2p =
= R'4+2R%cos2¢+1>R'—2R*+1

wegen cos 2p>—1
= (B 1)
Wihle R > 1, dann ist
R 41| > R2 =1, Ve el0, ).

Damit ist (Einsetzen von (5.3) und (5.4) in die Abschétzung)

7 In Re“"%—z , T R\/1H2(R—|—1)—|—7T2
ip < =
_ aRJI(R+ 1) + 7
B R?—1 '
Schlieflich hat man mit R > 1,
| Fm(Re i) TRy/In*(R + 1) + 72
O < ) Rawy RS e -
_ oy TRI(EA41) i In(R+1)+ ¢
= M R? I e 2R -
. In(R+1) .
= T Am R _W}%EEOQ(RJFD 0=
_ 7 In(Re™ +1i) | i
A || TRy T T 07
7 In(Re + i) i 1 In(z 4+ 14)
A | ey TR = | Ty 20
R

(5.3)
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Losung 5.6.19 (a) In(z*+ 1) =In(z —4) (z +1) = In(z —4) + In(z +14) =
=In(—1)(i —2)+In(z+1i) =In(—1) +In(i — 2) + In(z +19) =
=1In(i+ 2) +In(i — 2) — ir. O
(b) Wir verwenden die Identitét
In(z*>+1) =In(i — 2) + In(i + 2) —iw

und erhalten

T n(z®+1 7 In(i — 7 In(i 71
/n<ff+>d$ _ /Mdﬁ/n@ﬂf)dx_m/dxz
x2+1 x?+1 x?+1 x?+1

0 0 0 0
0 00
1 ' 1 ' o0
= /Mdm+/wdx—iﬂarctanm =
oot 2+ 1 0
_ /wdx_-ﬂ_
oo+l 2
Um das Integral . {o % dx zu berechnen, wiahlen wir den Integrationsweg

so, dal R > 2 ist. Dann ist zy = ¢ der einzige Pol des Integranden, der
innerhalb von C' liegt. Der Residuensatz liefert

| ‘ In(2:
%n(zmdz:%ri Res f(z) = 2mi n;@) = (1112—1—2'7;).

2241 1
Andererseits
R
In(z +1) In(z + 1) In(z + 1)
— dz = / —7d / —dz,
7{ 2241 & 2+ 1 T 22 +1 ®
C —-R T'r

und wenn man beiderseitig R — oo gehen 1a8t, erhélt man mit der Aussage
des Beispiels 5.6.18 :

T T In(z +1)
Schlieilich hat man
7 In(2? + 1 71 : 2
/ o+ 1) )dx = / n(xi—i_z)dx—il:
24+ 1 22+ 1 2
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Losung 5.6.20 Wir betrachten

eiz

% —dz,
z

C

wobei C' die Kurve aus Abb. 2.3 ist. Wir zerlegen C' in vier Teilstiicke
C, = ze]R;—Rgzzxg—g},
Cy = 432€C; |z|=¢, argz € (O,ﬂ')},

{
{

Cs = {z€R; e<z=a <R},
{

Cy = 42€C; |z| =R, argz € (0,7‘()}.
Dann gilt
0:%e—dz:/e—dz—l—/e—dz—l—/e—dz—l—/e—dz, (5.5)
z 2 z z z
C C1 Cy Cs Ca

iz

da f(z) = — analytisch auf und innerhalb von C' ist. Weiters,
2

eiz » eia: R e—i:c
—dz = —dr = — dx,
z X x

g

& -R
eZZ 0
/—dz = /ei<5€w)zdg0,
z
Co ™
et? R eir
/ —dz = / —dx,
z x
Cs 3
e'? T i
/—dz = /e’<Re ?) do,
z
Cy 0
mit
/ B i dp| < / ¢ g —
0 0
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eiz
lim —dz = 0.
R—o0 z
Cy

Wir lassen R — oo in (5.5) gehen:
0 — _7 e~ i@
)

— /2z da:+/ ’Eewzdgp(:)

/ smx 1 /7T ieci g
2

£

0 . 00 eim
icet® -
e ngo—i—/—dx:
x
€

Wir lassen nun € — 0 gehen. Dann ist

7 SiHl‘ . ]. . i 7456“'0 o 1 T ZEe'Lgp o 1
0/ dx_2£1i%0 dy = 2O/nne dg0—§7T

T

Zu beachten! Man darf hier ,lim“ und ,, [“ vertauschen, weil der Integrand fiir
e — 0 gleichmdfig in ¢ € [0, 7] gegen Eins konvergiert. (Versuchen Sie, diese
Behauptung zu beweisen!)

Losung 5.6.21 Nach Beispiel 5.6.5 gilt fiir die Funktion

).
i)

m — fachen Pol

m — fache Nullstelle
f(2) hat an zg =

Res g(z) =m
g(z) hat an zy einfachen Pol mit -

Res g(z) = —m
2=20

Liegen innerhalb von G' n Nullstellen (Vielfachheiten m,, { = 1(1)n) und p Pole
(Ordnungen 1y, k = 1(1)p), so liefert der Residuensatz
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Falls m; = my = 1, VI, k gilt, hat man

Losung 5.6.22 Eine Moglichkeit, den Residuensatz anzuwenden, besteht hier
darin, den Zahler des Integranden als Realteil einer komplexen Funktion zu in-
terpretieren:

g =) = e ()
Also

7 COS Ny 2 Re (e'?)
J 1+ 2acos ¢ + a? ) 1+ a (e + e=%) + a2

i ()"
€
= Re / . 4
) 1ta(e¥+e ) +a

dy =Re I.

Fiir das Integral I erhalten wir mittels der Substitution z = ¢, dz = izdyp :

n

7 jg i 2 J i ]{ 2 J
= _—— Z:_i Z
z l4a(z+1/z)+a? a\|71 zfla+ 22+ 1+az

n

T Ta 7{ CraGrija®

Fiir a € (—1,1), a # 0, besitzt der Integrand von I je einen Pol erster Ordnung
fir 2 = —a und z = —1/a; davon liegt z = —a innerhalb des Einheitskreises
|z| = 1.

Nach dem Residuensatz ergibt sich

I= o <_Z) A (z+a) -Z(nz+1/a) - 2; ' —Ez_—l—a):/a B

a
(—a)"
= 27 |~ & € R,

und dieser Wert (da reell) ist auch der Wert des gesuchten Integrals.
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Im Sonderfall a = 0 ergibt sich leicht
i 7{ Nz =0, fallsn > 1

—1 7{ 2V dz =2m, fallsn #0

Losung 5.6.23 Zu berechnen ist

7 Inz
(14 22)?
0

(Cauchy’scher Integralsatz!)

(Residuensatz!)

Wir beniitzen den Integrationsweg aus Beispiel 5.6.20, vgl. Abb. 2.3, und bezeich-

nen auch die Teilstrecken von C' wie dort. Die Nullstellen des Nenners, z = +7

sind doppelte Pole, wobei nur zy = ¢ innerhalb von C' mit 0 < ¢ < 1 < R liegt.

Nach dem Residuensatz ist dann

Inz Inz
" dr = 27i _ 7 )=
f ar2p® = i <<1+z2>2>

Weiters,
/ In 2z P / In z _/ 4z =
(1+ 22)? A (1+ 22)? 1+z

R

1+ x2)2

R
B /1nz+z7r /lnx—l—m
A

0 .
1 1 w 4
/( R = /—n (ee ) e’ dyp =

2)2 202ip) 2
2 1+ 22) (14 g2e?%)
rol : . 1
= —1 / L%%w de mit hm Ldz =0,
(1 +g2€21<ﬁ) (]. + ZQ)

Cz
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/ Inz 1 = /R Inx J
A+=22% ~ ) @ra2™

C3
1  InR . 1
/ _ME g = / _Inftip 5 e dy mit  lim A )
(1 + 22)2 (1 + R2e2i?)? R—oo J (14 22)2
Cy 0 Cs
Die obigen Aussagen fiir lin% ... und ]%im ... gewinnt man &hnlich wie in
e— —00
CQ C4
Beispiel 5.6.20.
Wir fassen zusammen:
T s In z T lnx T 1
—— (1—=iZ) =1 2/ d /7d.
2< 22) e /(1422 xﬂﬂo 1+

Das Integral / dz ist in der 1. Beispielklasse (alle Voraussetzungen

b
(A4 a?)?
sind erfiillt) und deshalb gilt

o

1 1
————dr = 2mi Res ———— =
S et = e
d 1 2T T
= 2mi lim — —i)? =—=_.
mi <(z 2 (z—i)2(2+i)2> 42
Wegen
7 1 17 L
_ v =
/ (1+22) 2 J (1+a2)? 4
folgt
s 2 7 Inz
—§+z— = 20/(1+$2)2dx+z7r ()(:)

Losung 5.6.24 3. Beispielklasse: Standardsubstitution z := e, t € [0, 27];

2

/ 1 gt 1 ]{ 1 1 d
. — — — Z =
) (a+ bcost)? i z(a+2(z4271))2

|2[=1
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Die Nullstellen des Nenners:

2 20 1o L
z z = z = —— _
b 1,2 b b2

sind wegen a > b, a®/b? > 1, reell. Es ist

a [a?
21:—6— b72—1<—17

und damit liegt z; auBerhalb des Einheitskreises. Weiters,

R
_a \/7_1 - e (2_1) <Z—1)2@

ﬁ—1>b—2—2b+1(:)%>1, wahre Aussage

und damit liegt 2o innerhalb des Einheitskreises.

Da zp = —— + \/ 1 ein doppelter Pol ist, folgt

Res _hmd<2>:a.1

=z (z — 21)2 (z—29)2  omdz \ (22— 2)?

=0,

und endgiiltig

27
4 2
dt = 2mi - . ¢ = ma 0<b<a.

1
/ 2 ih2 3 2 _ 12)3/2°
/ (a+bcost) ib m (\/257_0 (a®> — b?)

Losung 5.6.25 Das Integral ist in der 1. Beispielklasse, die Voraussetzungen
sind erfiillt;

S+1=0s 2 = V-1 = Veir=

_ {ezw/G’ 6327r/6’ 657,7r/6’6717r/6’ €927r/67 611”1—/6} =
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diese drei einfachen Pole von 2614_1 liegen innerhalb von C.

Res f(z) = lim {(z—e”/G) 1}— lim L _

z=eim/6 z—eiT/6 26 +1 N 2—ein/6 620
_ 1 _ 1 o—5im/6
Gebin/6 6 ’
Res f(z) = 1 e~/
y—e3im/6 6 ’

1 .
Res f(z) = 66_25”/6.

2—ebim/6

Residuensatz:

f 1 ds — @ <6—57ri/6 + 6—5m/2 + e—25i7r/6> _ 21
C

2641 6 3
Damit folgt (5.6). Trotzdem zeigen wir hier iibungshalber, daf} der Hilfsweg
I'r={z€C; |z| =R, argz € [0, 7|}

harmlos ist.

Es gilt
1 1 2

1 1
e , < = < —
26—1-1’ ‘R666’¢+1’_‘R666W—1 RS —1~ RS

fiir alle z € I', z = Re', ¢ € [0, 7], falls R > 1. Deshalb ist

1 2 _ 1
| | <R = Jim [ mds =0
FR FR
und
0 R
1 1 1 o
oy =1 / d /7d - T 5.6
/x6+1 T R ) 264+ 1 x+r H41 3 (5.6)
. - g

Wegen der Symmetrie des Integranden hat man

| o 1 T
2/, d:—:>/7d:—.
Oerx 3 0x6+1x 3
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5.7 Konforme Abbildungen und harmonische

Funktionen
Losung 5.7.1 (a) w(z) = az+b z € C;
g e b - cz ‘l‘ da ’
d
Die Abbildung ist analytisch fiir w : C\ {_c} — C.
(b) Konform: analytisch und w’(z) # 0;
, ad — bc
= ———#0 d — bc # 0.
w'(z) (cz—i—d)??é = a c#

Diese Bedingung kann man als Einschréankung im Bildbereich von w(z)
umsetzen: Schreibe w(z) als
a ad—bc

w(z) = c (cz +d)

ad—bc#O@w(z);ﬁ% =

ol -afy

d
¢ a = Es werden alle Werte in C,, angenommen =

w ist surjektiv.

d
Mit ad — be # 0 ist w auch injektiv, da w : C\ {—} — C\ {a} injektiv
c c

d a
ist. Die Erweiterung w (—) = 00, w(oo) = — ist auch injektiv.
c c

D.h., fiir ad — bc # 0 ist w : Cy — Co bijektiv!
s
< g}

Bilde zuerst {z € C; |z > 1} auf die Halbebene {z € C; Rez > O} ab. Dann
< g}, sieche Abb. 5.6.

s
— —argz
5 g

Losung 5.7.2 {Z e |z > 1} — {z € C;

s
— —argz
B g

{ze@; Rez>0} auf{zEC;
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Abbildung 5.6: Die gesuchte konforme Abbildung w(z) in zwei Schritte zerlegt

Bilineare Abbildungen bilden Kreise auf Kreise ab. (Gerade sind Kreise mit
unendlich groBem Radius.)

Setze fiir w; eine bilineare Abbildung an. Wihle dazu drei Punkte am Rand
von {z € C; |z > 1}, z1 =1, 20 =14, 23 = —1, und definiere eine Orien-
tierung, vgl. Abb. 5.7; das gleiche in {Z € C; Rez > 0}, wy = —i, wy =0,
w3 = 1.

Beachte: Durchlduft man die drei Punkte am Rand in der gewéhlten Ori-
entierung, so befindet sich das zu transformierende Gebiet beide Male auf
der rechten Seite der Kurve. Findet man nun eine bilineare Abbildung, die
den Einheitskreis auf die Imagindre Achse in der ,richtigen“ Orientierung
abbildet, so hat man die Transformation w; bestimmt.

wi(l) = —i a+b = —ic—id
wi(i) = 0 = ai+b =0 = b= —ia =
wi(—=1) = 4 —a+b = —ic+id
a—ia = —ic—1id
—a —1ia = —ic+1id

—2ia=—-2ic= a=c¢ —a=1d, d=1a=
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Abbildung 5.7: Zur Definition der Funktion w(z)

a(z—1i)  (z2—1)

a(z+1i)  (z+1)

wi(z) =

wo : Wie man sich leicht {iberzeugen kann, bildet der Hauptzweig der 4-ten

Wurzel die rechte Halbebene konform auf {z €C; |argz| < g} ab. Daher

ist noch eine Drehung um 7 /2 gegen den Uhrzeigersinn notwendig,

7

e,

N

wy(z) =z

Da z = 0 nicht im Definitionsbereich liegt, ist die Abbildung tatséchlich
konform!

Endgiiltig hat man

w(z) = (wg owl) (2) =] z:LZeg

Losung 5.7.3 (a) Es gilt fiir alle (z,y) € IR?

au —x - —x —X

— = e ¥siny —xe “siny + ye Fcosy,

ox

U g sing + ze siny — ye (5.7)
— = —2¢ %sin re Tsiny — ye " cosy, .
e y y—y y

ou

= ze “cosy+ye “siny —e *cosy,

ay
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9u iy 2 s e 5.9
— = —ze “sin e “sin e * cos .
o y y+y Y,

und die Addition von (5.7) und (5.8) liefert das Resultat. O

(b) Ist f(z) analytisch, so gelten die Cauchy—Riemann’schen Differentialglei-
chungen: (z, y) € R?,

81) au o aU —z - —r - + —x (5 9)
— = — — =e¢ “siny —xe “sin e cos .
oy~ oz y Y yTy Y,

0 0 0

a—z = —aZ & 8—2 = —ze “cosy —ye “siny+e “cosy. (5.10)

Integration in (5.9) beziiglich y liefert
v(z,y) = —e Tcosy+xe Tcosy+e “(ysiny + cosy) + F(x) =
= ye “siny + xe “cosy + F(x),

wobei F(z) noch bestimmt werden mufi.

Wir setzen v(x,y) in (5.10) ein und erhalten

ov

or —ye “siny + e “cosy —xe " cosy + F'(x) =
x

= —ye “siny+e “cosy —xe “cosys

F'(zx)=0 & F(x)=c,

wobel ¢ eine Konstante ist. Damit haben wir schlief3lich

v(xz,y) =e " (rcosy+ysiny)+¢, ce€R. O

Losung 5.7.4 (a) Es ist zu zeigen |w(z)| < 1, Vz mit Imz > 0 ;

£ (Z—Zt)) ’ _
Z— 20

w(z)] < 1 < |z—2]|<]|z—%0l,

zZ— 20

w(z)] =

, Imzg >0 =

2 — 2o

siche Abb. 5.8.
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Abbildung 5.8: Fiir ein festes zp € C mit Imzy > 0 und fiir alle z € C mit
Imz > 0 gilt |z — 2] < |2 — Zo|

Essei z =a+1i0, 2o = ag + iy mit § > 0 By > 0. Dann ist
|z — 20| < |z—Z0|&
2z — 2] < |z—%*e
(@—a)+(B—0) < (a—a)+(B+0) =
(B—=B0)?—(B+6)? < 0=
Bo-B > 0,

was nach Voraussetzung gilt. a

Bemerkung: |w(z)| = 1< [y - =0, d.h., wenn z = x € R ist. w(z) bildet
die reelle Achse z = z € R auf den Einheitskreis |w(z)| = 1 ab.

(b) Nach (a) ist

zZ— 20

w(z) = €' (

und es soll gelten (zg fest in C, Im 2, > 0)

w(i) = €©° (i_ZO) =0,

i — %o

lim (w(z)) = lim (eieo <§ _zo>) — ¢©0 — 1.
zZ—00 zZ—00 — 20

>; @()EIR

Z— 2
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Aus der ersten Forderung folgt zo = ¢ und damit

zZ—1 1 — 2

w(z) = (=1) - =

z+1 itz
) of *f of O2f
Losung 5.7.5 (a) e 2z, ok 2; - —2y + 2, e -2 =
82f 0*f )
. O
E) + — Iy =0, V(z,y) eR

(b) Essei z =z + iy und w = u + iv, dann gilt

3

r+iy=(u+iv)? & r=u’-3w? y=3vv-—1" =

F?) = f((® = 3uw?), Buv —v*)) =
= (= 3w?)? — (3uPv —v*)? + 2(3u — v*) =

= u® —15u*? + 15u0* — 0 + 61’ — 20° == f(u,v).

Es ist
82f—30u 180u%2+30v4+12v=—82—f V(u,v) € R: Qg
ou? ov?’ ’ '

Losung 5.7.6 Die Funktion ¢(z,y) geht unter der Transformation
w=u-+iv=f(x+iy) =ulx,y)+iv(z,y)
in
gp(az(u,v), y(u,v))

iiber. Damit gilt

be _ e in pov D _dpou dpiw
Ox ou Ox  Ov Oz’ dy  Oudy Ov dy’

0x? ou Ox? tor oz 0r \ Ou ov Ox? tor oz 0r \ Ov

827g0 O Pu Ou 0 Oy Lo Op v v 0 [0y B
o)
2
_ Oy Ou +@ 9 (O¢ 0u+ﬁ dp\ v N
Ou 0x2 ' Ox | Ou \ou) 0z ' ov \ou) ox
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+89082 +@ 9 [(op 8u+2 dp\ dv|
Ov o2 Ox |Ou \dv) ox v \ov /) oz
_ OpPu OulPpou Oy Ov
 Ou 922 O | Ou? O Ovou Ox

dp Pv N v [ PPp Ou L P 0%p v
Ov 0z2 ' Oz | Oudv dxr = Ow? Ox
und
P _ e dtu ou[PPpou Pp o
oy2  Ou Oy? Oy | Ou? Oy Ovou Oy

dp 0*v —I-@ 0 %+82g08v
ov dy? Oy | dudv Oy  Ov? Oy

Addition ergibt

P 0 oo [ *u  O%u oo (0% 0%
St " = TSt |t a5t )+
or?  0y? ou \ 0x%  Oy? ov \ 0x?  0Oy?

L0 [ () (0u\*] L P [oudv duon]
ou? ox dy Ooudv | Ox dx Oy Oy

0% NEDS v\
(=) + %
Ov? ox dy

Da f = u + v analytisch ist, sind die Funktionen v und v harmonisch, d.h.,

Pu Fu_ e
ox2  oy2 0x?  Oy?

=0.

Auch die Cauchy—Riemann’schen Differentialgleichungen gelten,

8u_8v 81}_ ou

dr  dy  or Oy’
Damit gilt

ou\*, (0u\ (00" (00)_(0u\" (00 _|ou . ov
ox oy ) \oz oy) \ox or) | ox Zax

Ou Ov  Ou Jv

9z 9z Oy oy

2

=112
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und

o  Po L, P D
@4‘@—“‘1(2’” <8u2+6v2‘ (5.11)
O

Bemerkung: Aus der Formel (5.11) folgt sofort: Ist die Funktin ¢(x, y) harmonisch,
so bleibt sie unter der Transformation w = u+iv = f(z) = f(x+4dy) harmonisch,
falls f eine konforme Abbildung (analytisch und f’(z) # 0) ist.

Losung 5.7.7 Es sei z —a := re?, —1 < ¢ < 7. Da z # a ist, gilt » > 0 und
der Logarithmus,

ln(z—a):ln(re ) Inr + ip = u(r, ¢) + iv(r, ),

ist eine analytische Funktion in C\{a}. Dann sind aber der Realteil, u(r, ),
und der Imaginérteil, v(r, ¢), harmonisch (was man auch durch Nachrechnen
nachvollziehen kann).

Losung 5.7.8 Anwendung der Formel (2.2):

yu 17 Y
u(z,y) = */ 0 dn:;/—dn:
y 0

+ (z —
= — arctan | —— = — | =+ arctan | — =
T Y 0 T \2 Y

1 1 (x)
= —+4 — arctan|—|.
2 7 Y

Die Funktion u(z,y) erfiillt die Randbedingungen, wenn man unter arctan (%)

den Hauptzweig, —% < arctan (%) < 3, versteht:

1 1 1 1 =«
Lzléloluwy) = i—i-;arctan(—i—oo):i—i—}-E:l,
. 1 1 1 1 T
£1£IgU(x,y) = 2+7rarctan(—oo)—2+7r-(—2)_0,

z<0

Man kann u(z,y) auch anders darstellen:

1 1 x 1 1 (= x T
u(x,y) = -+— arctan ( — | = =+— | = —arccot [ — | |, 0 <arccot|—| <,
2 Y 2 m\2 Y Yy
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und schlieilich
1 1
u(x,y) =1 — — arccot <I> =1— — arctan <y) ,

s Y m T

7 < arctan (y) < fir0 <z < oo,0 < arctan (3) <3

wobei fiir —oo <z <0, § < > z

siehe Abb. 5.9, ist.

Abbildung 5.9: Wahl der richtigen Zweige der arctan—Funktion

Dann gilt
1
lim u(z,y) = 1— — arctan(04) = 1,
=0 T
. 1
lim u(z,y) = 1— — arctan(0_) = 0.
y—0 T

z<0 —
Bemerkung: Aus Beispiel 5.7.7 folgt, daf§ fiir y > 0 die Funktion
Inz=Inr+ip, —nm1<ep<m,

analytisch und damit ihr Imaginéarteil, die Funktion ¢, harmonisch ist. Dann ist
aber auch u(r, ¢) := ap + b, a,b € R, harmonisch. Die Randbedingungen liefern

1
u(0,0)=b=1, u0,7m)=ar+1=0< a=——
7T



184 [5] Funktionentheorie

und daraus

1

u(rp) = ——p+1; r>0, 0<g<m,
1 Y

u(z,y) = 1—7Tarctan(x>; y>0, —oo <z <00,

wobei auch hier fiir —oco < x < 0, arctan (%) € [g,w] und fir 0 < x < oo,
arctan (%) € {0, g} gilt, vgl. Abb. 5.9.

Losung 5.7.9 Die Formel (2.2) liefert die Losungsdarstellung

u(z,y) = */ yuo =

:7/ yTodn 1/ yﬁdn 170 yradn
v +@-—n? 7 y¥+(@-—n y*+ (z —n)?

_ -1 _
arctan <H> + n arctan <H>
Y —00 ™ Yy

T —x\ |
—l——Q arctan <77 >
™ Yy

+

-1

Al

1

Ty lﬂ (1—1‘)]
+— | — — arctan =
T |2 Y

(71 — 7'2) arctan (1 ; x) +

1—=x
Y

2=

;(To—i‘Tz) +

1
+f(71—70) arctan( ) , y>0, —oo<z<o0,
s

wobei unter arctan der Hauptzweig mit arctan(v) € [—g, g} zu wihlen ist. Dabei

sind auch die Randbedingungen erfiillt, wie man leicht nachrechnen kann.
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Losung 5.7.10 Die Abbildung w(z) = Z—j bildet die obere Halbebene auf das
Innere der Einheitskreises ab. Wir driicken z als Funktion von w aus, um die
Umkehrabbildung zu finden:

(1
z = il - w) , lw| < 1.
14+w
Diese Abbildung ist analytisch und wegen j—; = ﬁ # 0, auch konform, siehe

Abb. 5.10.

Abbildung 5.10: Transformation z(w) = i(f;;“) des Einheitskreises auf die obere
Halbebene

Man rechnet auch leicht nach, daf§ die Kurve ACE in die Kurve A’/C'E’, in dieser
Orientierung, iibergeht und damit lautet die Randbedingung fiir die z—Ebene
(2(A) = A", 2(BE) = E) :

(2.0) 1, 0< x < o0,
u(z,0) =
0, —c0o< z <0.

Damit ist die Losung u(x,y) identisch mit jener, die im Beispiel 5.7.8 ermittelt
wurde:

1 1 x
u(z,y) = St arctan )

Es bleibt noch, diese Losung als Funktion von (u,v) auszudriicken:

z=x+1y, w=1u-+1v,
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i(1—(u+iv)  204+i(1—u*—0?)

z=x+1y = - =
T wrw) T Rt
2v 2rsin ¢
X — =
(1+u)2+v2  (1+rcosp)?+rsin®ep’
1wt = 1—r?
v = (1+u)2+v2  (L+rcosg)?+r2sin’y’
2rsin @
12
1 1 2rsin @
=—4— t ;o 0<r<1 € (0,2
u(n@) 2+7_‘_ arc an<1_r2>7 r P (7 7T)7

Hauptzweig mit Werten
in [—7/2,m7/2]

bzw.
2

1 1—
“(ﬁ@):l—arctan( .T >, 0<r<l1, ¢e(0,2n),
m 2rsin @

mit der entsprechenden Wahl der Zweige von arctan(-), vgl. Abb. 5.9.

Losung 5.7.11 (a) Beispiel 5.7.10.

(b) 0<p<m=sing >0«

2 T
]_. = — t = - —_ = ]_
lim u(r, o) — arc an(4o00) -5 =1

T<e<2r=snhp <0 &

2
lim u(r,p) = — arctan(—oo) =
r—1_ T

2
m
dabei handelt es sich um den Hauptzweig von arctan(-) € [—n/2,7/2].

(c) 1. Versuch:

LT =r)ulmdy (5.12)

o / 1 —2rcos(n—¢)+1r2

u(r, ) =
12 /” (1) dn +7 (=1)dn
o7 ) 1 —2rcos(n — @) + r? J 1—2rcos(n—¢)+ 12

Wir berechnen das 1. Integral:
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Esseia:=n—¢ = da=dn,

™

/ dn B ﬂ/w da
) 1 —2rcos(n —¢)+1r2 14+7r2—2rcosa

Mit der im Hinweis angegebenen Formel, mit a = 1472 und b = —2r, ergibt
sich

i da 2 147 ™—

é 1+72—2rcosa 1—12 [arctan(l_r tan< 2 >) -

on (17 (<5)) ]
— arctan an | —— =
1—7r 2
2 1+r %)
= 1_7‘2[arctan(l_rco’c(2>>—|—
——

sin ¢
1—cos¢

1
+ arctan tr tan <cp> =
1—1r 2
——

sin
1+4cos ¢

o= ltr
1—r
2 1—r?
= — t . 5.13
1z e (—27“ sin ga) (5.13)
Analog gilt fiir das 2. Integral:
2m
dn 2 1—1r?
= t . 5.14
Tr/ 1—2rcos(n—y)+r2 1—12 arctatt <2rsin<p> (5.14)
Setzt man diese Ausdriicke in (5.12) ein, so ergibt sich fiir
1—17? 2 1—1r?
= 1 [ t -
ulr, ) 21 [< ) 12 et (—2TSiﬂgp> +
1—r?
—1) . —— arct = 5.15
+(=1) 12 ¢ an(Qrsimp)] (5.15)

" 2 1—r? 2 2rsin g
= —— arctan - = —1+4 — arctan () ,
s 2r sin 7T 1—r?
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zwar eine harmonische Funktion, aber die Randbedingungen sind nicht

erfillt:
. 2
lim u(r,p) = —1+ — arctan(+o0) =0,
0<W£ﬂ &
. 2
lim u(r,p) = —1+ — arctan(—o0) = —-1-1=-2.
7r<<p<57r @

Es liegt nahe zu vermuten, dafl der Fehler durch das ,,Zusammenfassen“ von
falschen Zweigen der arctan—Funktion in (5.15) passiert.

Uberlegen wir:

Eine harmonische Funktion u(r, ¢), die die Randbedingungen

U, 0<p<m,
u(l, ) =
{ Uy, < <2,

erfiillt, kann man (wegen der Linearitit des Laplace-Operators) aus zwei
Anteilen zusammenbauen (ug(r, ¢) und u;(r, ¢) harmonisch):

u(r, (P) = U (Tv 90) +uy (T, 90)

mit
ug, O0<p<m,
UO(LQO) =
0, < <2m,
0, 0<p<m,
u1(17(10> = {
uy, < <2,

Wegen (5.12), (5.13) und (5.14) gilt

() 1 ] (1 —r%)dn - 1—r?
Up\T = --u = —— arctan =
i7" ¥ 27 00 1 —2rcos(n — )+ 12 T 27 sin @
o 2rsin g
= —— arccot ——-,
T 1—r2

Uy 1—1r? Uy 27 sin
ui(r,p) = — arctan , = — arccot | —— | .
™ 2r sin i 1—r2
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Folglich,
U(T7 @) = Uo(T, 90) + UI(T, §0) g

2r si 2r si
u(r,p) = —% arccot ( f?if) + % arccot( f?if) :

Damit ug(r, ¢) die Randbedingungen erfiillt, wéhlen wir fiir arccot v jenen
Zweig mit arccot v := arccotgv € (0, —m), bei u;(r,¢) ist dies arccotv :=
arccoty v € (0,7), d.h.,
U 2r sin U 27 sin
u(r, ) = —— arccot (90) + — arccoty ((P) :
s 1—1r2 T 1—1r2

vel. Abb. 5.11.

Abbildung 5.11: Zur Konstruktion von u(r, ¢)

Es gilt
2rsin g T 2rsinp
arccotg < ) = —— —arctan <) ,
1—r? 2 1—r?
¢ <2rsing0) T " <2rsing0>
arcco =  — —arctan
1= 2 1—7r2 )’

wobei in beiden Fillen arctanv € (—n/2,7/2) ist. Folglich hat man

o i
u(r,p) = ~ (—;T —arctan( 17"s1ng0>> +

T — 72
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o i
-|—ﬂ (W —arctan( rsmgp)) =
2 1

T —r2
_ I si
_ Wt + Yot arctan <7W> .
2 T —r?
Setzt man in diese Darstellung die Spezialwerte ug = 1 und u; = —1 ein, so
ergibt sich diesmal die korrekte Losung, die die Randbedingungen erfiillt;

(r, ) 2 ; (2rsingp>
u(r,p) = — arctan :
A 1—r2



Kapitel 6

Integraltransformationen

6.1 Laplace—Transformation

Losung 6.1.1 Laplace—Transformation:

1. L[e*f(x)] = / e~ () da = (s — w).

0

2. Aufgrund der Differentialgleichung
fl(x) = fA(x) + e

ergibt sich (Linearitét von £):
LI @) = LI[f'(@)] L] =

= sL[f(x)] — f(0) = sj—l =sp(s) = ::i
Losung 6.1.2 1. L[2%(s) = j; = 323 = Lle*2?(s) = (s _23)3’
2. L[sindz|(s) = = ji 16 =

4 4

-2z _: 4 — =
Lle™™ sin 4z](s) (s+2)24+16 s +4s+20°

191
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S

3. L[cosh5z|(s) = T

=

s—4 s—4

4z — =
L[e* cosh 5z](s) = (5-4?°-25 2—85—9

4. L[3cosbx — 5sin6z](s) = 3L][cos 6x](s) — 5L[sin 6z](s) =

B 3s _ 30 _38—30:>
2436 2436 s2+36

3(s+2)—30  3s—24
(5 +2)2+36 s2+4s5+40°

L[e**(3 cos 62 — 5sin 61)](s) =

1 B sinh 3z

Lo 6.1.3 1. 27!t {]
Osung 23 (x) 73

2. L[z%|(s) = / x%e " dx;
0
Wir fithren die Transformation u := sz, du = sdx durch und erhalten

Llz](s) = ! 70 <u>a e du = ! 7@40‘6“ du = Lla+1)

s s gat+l gatl
0 0

mit ['(a) = / t*te™ dr (Gamma-Funktion). Diese Funktion ist die Ver-
0

allgemeinerung von n! , wegen der Eigenschaften

1) = al(a),
1)

= nl,
() - e

' r3/2) Lira/e) Lyr
Daher gilt E[x1/2](8) = ig//z) =2 5(3/£ : - 13/2 =

3 -1 lm})} (2) = £ { 6s 6s } (2) =

s — 256 216 s2+16
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[6.1] Lap

=L {32%16} (2 £7 L?isw} (@);

(x) = 6coshdz,

L {68 (x) = 6cosdx,

— | (z) = 6008h4x*6cos4m:/36008h4§0054($—§)d§:
0

= g (sinh 4x — sin 4:1:).

Losung 6.1.4 1. Die Funktion ¢(s) hat die Gestalt
3s+7  P(s)
s2—25—3 " Q(s)
Dabei sind P(s) und Q(s) zwei Polynome in s mit GradP(s) < GradQ(s).

Die Nullstellen von Q(s) sind s; = —1, sy = 3 € R. Partialbruchzerlegung
von ¢(s) liefert

p(s) =

o 3s+T7 A4 1
gD(S)_.92—2.9—?>_s—3_s+1 =
el @) = £ ] @) =

1

Linearitét von L_l

- 45—1[ ! ](x)—c—l[ ! ](m):

s—3 s+1
= 4% — e Res > 3.
1
Wir beniitzten die Formel £ {)J (z) = e, A€ C, Res > Re .
8 p—

6s — 4 P(s)
2. = =:
#(s) s2—4s4+20  Q(s)
zwei komplexe Nullstellen sy =2 — 44, s =24+ 4i =

A G54 Ty | S-S T
z{ ]() cl ]()T

mit GradP(s) < Grad@(s). Q(s) hat

s —4s+ 20 (s —2)2+ 16

Linearitéit von Eil
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-1 s—2 —1 —
= 6L [@_2V+1Jtﬂ+2£ [@_2P+1th—
2z p—1 S 2z p—1 4 _

= 6L e W) T2 L [§+1Acw—

= 6¢e* cosdr + 2e*" sindx = 2¢* (3 cos4x + sindx), Res > 2.
Wir beniitzten die Formel £ [f(z)] (s) := ¢(s),
L7 (s —a)] (x) = e L7 [p(s)] (), Res>a+a,

mit o gegeben durch |f(z)] < Me*®, Vx> 0.

1 -1
Losung 6.1.5 Fiir ¢(s) = —5(52 +2s+ 2) gilt

d

I o(s) = (s+ 1)(52 + 25 + 2)_2.

d
Es sei T ©(s) die Laplace-Transformierte von f(z) und sei ¢(s) die Laplace—
s

Transformierte von g(x). Dann gilt

LU () = 4 ols) = - (Llo(@)) (5)) = ~LIrg(@)] (5) =

p(s) = Llg(@)](s)

o) = £l =2 | 2 -

1 1 1
= —=-L! [1 (x) = —§e’xsinx, Res > -1 =

2 (s+ 1211
flz) = —:Ug(x)—;xe_xsinx.

2
Losung 6.1.6 Es sei In <811> der Hauptzweig der Logarithmusfunktion. Wir
s

versuchen ein ¢(s) so zu finden, dafl

[e.e] S

/ p(o)do = —/ p(o)do =1In(s+2) —In(s + 1)

S [e.9]
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gilt. Beiderseitige Differentiation liefert formal:

1 1 1 1

#(s) s+2 s+1 #(s) s+1 s+2

Rechtfertigung:

Die Funktion ¢(s) ist analytisch auf einem einfach zusammenhéngendem Gebiet
Res > —1. Dann gibt es eine Stammfunktion F'(o) mit F'(0) = f(o) mit

o0

/ p(o) do = lim F(o) — F(s).
Es sei
o+2
F(o) = —ln<0+1>—ln(0+1)—ln(0+2),
1 1
Fllo) = -
(o) c+1 o042 -
T o+ 2 s+ 2 s+ 2
oo = am (0(22)) o (52) n(222). o>

Es sei p(s) := L[g(x)](s) und /gp(o) do = L[f(z)](s), dann gilt

L)) = [ plo)do = [ Llatal(oyin = | 12] =
f@) = 2D ) =
L 1 1 L. —2z
B Eﬁ {8+1—8+2}(9€):$(e ¢ )

Losung 6.1.7 Gesucht ist die Losung u(z) von
u’(z) — 3u/(x) + 2u(z) = 4e**, u(0) = -3, «/(0) = 5.
(i) Differentialgleichung transformieren (Linearitdt von L£):

Lu"] — 3L + 2L[u] = 4L[e*];
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geméaf der Rechenregeln fiir £ ergibt sich so fiir die Laplace-Transformierte

n=1(s) = Llu(x)](s):

{527) — su(0) — u’(O)} — 3[377 — u(O)} +2n = S

(ii) Dies ist eine lineare algebraische Gleichung fiir n = n(s); Einsetzen der
gegebenen Anfangsbedingungen fiir «(0) und «'(0) und Umformung ergibt:
4

n(s* —3s+2)+3s— 14 =

=
s—2

4 n 14 — 3s
$2—35+2)(s—2) s*2—3s+2

77 =
(
(iii) Um riicktransformieren zu kénnen, benotigen wir die Partialbruchzerlegung
dieses Ausdrucks. Mit s* — 35 +2 = (s — 1) (s — 2) erhalten wir

7 4 4
s—1 s—=2 (s—2)?

u(z) = L7Hn(s)] = —Te ™ + 4e* + 4xe*” .

Lésung 6.1.8 y; = —17y; + 20y, + 3, 31(0) = 40,
yé = 3y1 — 6yo, 92(0) = 20.

Losung mittels Laplace—Transformation:

(i) Differentialgleichung transformieren (Linearitdt von L£):

Lly1] = —17L[y] + 20L][yo] + L[3],
E[yé] = 3Ly — 6L[ya],

also mit ¢;(s) := L[y,]:
3
sp1(s) —40 = —17p1(s) + 20¢s(s) + 3

spa(s) —20 = 3p1(s) — 6pa(s),

erhilt man ein lineares Gleichungssystem fiir ;(s), a(s) .
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(ii) Losen des linearen Gleichungssystems ergibt

(34 40s) (s + 6) + 400s

ils) = s(s?24+23s4+42)

20s(s + 17) + 3(3 + 40s)
s(s? 4+ 23s + 42)

(iii) Partialbruchzerlegung: Zunéchst benotigt man die Faktorisierung des Nen-
ners:
s(s% 4235 +42) = s(s +2) (s +21)

Bemerkung: s = 2, s = 21 sind genau die Eigenwerte der Koeffizientenma-
trix des gegebenen Systems von Differentialgleichungen — um deren Berech-
nung kommt man natiirlich nicht herum.

Durchfithrung der Partialbruchzerlegung ergibt

_@ bl C1

@1(8)— s+3+2+s—|—21

it 3, _ 5% 1385
1 77 1 197 1 1337

_% b2 Co

(’02(8)_ 3+3+2+s—|—21
" BN I TR
2714 7?7 38 7T 133

(iv) Ricktransformation:
yi(@) = L7 pi(s)] = a1 + bie™ + e,
Yo () = L7 pa(8)] = ag + bae > + cpe™ 27,

mit obigen a;, b;, ¢;.

ou Ou
L& 192 — = — = 6e % u= =7
6sung 6.1.9 5 = 5 W u(z,0) = 6e ", u=u(zx,t)

Losung mittels Laplace—Transformation beziiglich ¢:
Fiir festes x bezeichne
n(x,s) = Llu(z,)](s)
die Laplace-Transformierte von wu(z,t) beziiglich ¢. Es gilt dann nach den Re-
chenregeln fiir die Laplace—Transformation:
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(0) £ [f;j] (5) = sn(a, 5) — u(z, 0),

o) £ 52| 9= 22

Bemerkung: (a) ist klar, (b) erhélt man leicht durch (erlaubtes!) Vertauschen von

Differentiation nach dem Parameter x und Integration beziiglich ¢ in

ou 7 ou
P iy S
[8x] © ox
0
Damit transformiert sich die gegebene partielle Differentialgleichung in (Linea~
ritdt von L):

250l s) — u(e, 0)] = o-n(a,s) — (e, 5),

wobei laut gegebenen Anfangsbedingungen u(z,0) = 6 3 ist. D.h., wir haben
eine gewohnliche Differentialgleichung (beziiglich z) fiir die Funktion n = n(z, s)
erhalten, die von dem Parameter s abhéngt. Diese lineare gewohnliche Differenti-
algleichung fiir  kann man entweder mittes Laplace-Transformation (beziiglich
x) oder mit der Methode der Variation der Konstanten losen und erhélt als all-
gemeine Losung

6732 + Ce(Qerl)z

nw.s) = —

mit einer beliebigen Konstanten C. Da gefordert war, dafl u(z,t) fir ¢, x — oo
beschriankt bleiben soll, ist C' = 0 zu wahlen.

Riicktransformation, u(z,t) = £ [n(x, s)], beziiglich ¢ fiir jedes feste x liefert als
Losung
u(z,t) = 6e 273,

6.2 Fourier—Transformation

Losung 6.2.1 Fourier-Integral einer auf (—oo, 00) absolut integrierbaren Funk-

tion:
o0

f(z) :/a(w) cos(wz) dw—i—/ b(w) sin(wx) dw
mit - -
a(w):jT [ ftycos(en bw) = ~ [ #eysingor)dr.

™
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Die Funktion f(z) = =%l (a > 0) ist absolut integrierbar auf (—oco, c0); wegen
f(x) = f(—=x) ist b(w) = 0 (leicht zu sehen).

Fiir a(w) erhélt man mittels zweifacher partieller Integration

1 7 9 ¥
alw) = — / e~ cos(wt) dt:—/e‘“t cos(wt) dt =
7T_ s 5 TH,,_/
2 . t t=00 o0
= = [e‘at sin(wt) + 2 / e " sin(wt) dt]
™ w t=0 w
—_— 0 w v’

= —— —— = [ e“cos(wt)dt =

=a(w)

2 aw? 2  a
aw) = — =
Tl+a?/w? 7wal+4w

Dabher:
z € RR.

+w2

=i e

Losung 6.2.2 Die Funktion f(z) ist absolut integrierbar auf (—oo, c0). Daher

Flf@lw) = [ e f@yde= [ e do =
1.l 1 1, oy 1
S P LG A

=sin(wa)
2 .
= —sin(wa); w #0.
w

Losung 6.2.3 Ist ¢(w) die Fourier—Transformierte von f(x),

[e.o]

o) = Flf@]w) = [ e fla)de, weR,

—00
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so ist -
1 )
fla) =57 | e ele)d

vgl. Skriptum. Es sei ¢(w) := 2 sin(wa), w # 0, dann gilt,

L, x| <a,
f(l‘) = %7 ’$| = a,
0, |z]>a.
Weiters
I 1T e 2
o / e "“Tow)dw = Py / e T " sin(wa) dw =
1 o0 . oo .
= [ / cos(wx) sin(wa) dw — / sin(wz) sin(wa) dw | =
m|J w . w
=0
. 1, |z|] <a,
1 sin(wa) cos(wx
= —/ (1wa) cos( )dw:f(x): 5 |zl =aq,
s w
- 0, |z|]>a.

Damit hat man

T, |z| <a,

|I| =a,

0o .
/ sin(wa) cos(wx) do=1 .
- w
= 0, |z|>a.

Bemerkung: Fiir x = 0 und a = 1 ergibt sich das bekannte Ergebnis

oo .
sin w
/ dw = .
w
— 0

Losung 6.2.4 (a) ¢.(w) := F.[f(z)](w) = 2/ f(x) cos(wx) dox =

e Pe (—6 cos(wz) + w sin(wx))
52 + CUQ

(e 9]

= 2/ e P cos(wr) dr = 2
, 0
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— 2
ﬁ? +w2 62 + w2
(b) Es gilt, vgl. Skriptum,
1 oo
flz) = —/ e(w) cos(wz) dw <
T
17 2
e P 7T0/ ﬁzfuﬂcos(wx) dw &
cos(wr) o= b
/P w 20
Setze x := 3, f:= «a, w := v, dann ergibt sich
T cos(3v) L
/02+a2dv:2ae , a>0,g>0.
O

Losung 6.2.5 Es sei

po() = Flf@)w) =2 [ f(2)sin(wr) do

dann ist, vgl. Skriptum,
1

T

flz) = i/(ps(w)sin(wx)dw:

0

B 2[ cosr 1 cosx 1
T

x T x 2

:{ )

! / 2(1 — w) sin(wz) dw =

(x — sin x)

) 2
— 5 sinx| = —
T

Losung 6.2.6 Wir nehmen an, daf§ die Fourier—Transformierte von y(x) existiert
und nennen sie Y (w) = Fly(x)]. Transformieren wir die Gleichung (3.1) und

wenden den Satz von Borel an, so ergibt sich

Fly(x)] = Flg(x)|+Flyxr] =
Yw) = Guw)+Y(w) Rw) &
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und weiters

1 T G(w) —iwT
y(m):%_zo 71—R(w)€ dw.

Losung 6.2.7 Wir transformieren die Gleichung wie folgt:

Es sei r(z) := —i0s und g(z) := ﬁ, dann gilt

Flyxr] = Flgl)] <
x)

[e o] . o0

wxT 2
Frlw) = [ grgdr=2 [ 2 ar=Tew =T s,

22 + a? 22 4+ a? 2a a

QU

—00

vgl. Beispiel 6.2.4(b), ergibt sich

Mit
1 T _ew
f|:1‘2—|-02:|:6 , ¢>0,

folgt dann sofort fiir ¢ := (b —a) > 0,

— -1 T (ba)w:| — a(b — (l) . 1 h— 0
y(@) d { ‘ ) 22+ (b — a)?’ @b
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Losung 6.2.8 Es sei K (w,y) := F[f(z,y)](w). Dann ist f(z,y) gegeben durch

17
= — —iwe pr —
f(z,y) 27T/ e (w,y) dw

r o

1 , T
0

2 |
i ew(y—ix) w=0 e—w(ix-{-y) w=00
= — . o =
27 L Y =17 |p=—c0 —Y =W =0

1 1 2y B Y

27 _y—ix—i_y—l—ix} - o2m(y? +22)  7w(y? + 2?)’

da mit w = a + i3

eEe—in) _ oo tiB)y—iv) _ Hoy+Ar) pEi(By—o)

lim et —
a—Foo

gilt.

Losung 6.2.9 Es sei p(w,y) = Flu(z,y)](w), wobei x die Variable und y ein
Parameter in Bezug auf F sei. Dann ist

F l?;u,y) (@) = —iwFulr.y))w).
02U 2 2
F| G| @) = P Flute e = el
F lg?f;(l’,y)_ (w) = aany[u(l’,y)] - §y2 90<W7y)7
und weiters
F ngg(m, y) + ggfiu, y)] @) = —welw.y)+ c’fy2 Pl =0

pw,0) = Flu(r,0)](w) = Fluo(x)](w)-

Dabei nehmen wir an, da§ Flug(z)](w) existiert.
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Die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung lautet:
o(w,y) = A(w)e”? + B(w)e Y.
Da ¢(w,y) fiir grole y—Werte beschrénkt sein soll, gilt fir
Rew>0: ¢(w,y)=Bw)e ™
und aus p(w,0) = Flug(z)](w) = B(w) hat man
Rew >0: ¢(w,y) = Flup(z)]e .
Analogerweise gilt
Rew <0: @(w,y) = Flup(z)]e??.

e, Rew >0,
ey, Rew <0.

Dann ist ¢(w,y) = Fluo(z)] - K(w,y). SchlieBlich,

Es sei, fir y > 0, K(w,y) := {

Flule,))) = ploy) = ﬂw(m)}(w)f[y] @) =

u(z,y) = uo(x)*L:% / md& O

Losung 6.2.10 Wir 16sen das Dirichlet—Problem,

A(U(%y)) =0,
uy, <0,
u(x,O):{ul x>0
0, .

Nach Beispiel 6.2.9 lautet die Losung

o0

1 yu(¢,0)
u(z,y) = - / —y2 e d§.
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Wir setzen u(€,0) ein und erhalten

0 o0
! wyyd§ uoyd§ _
ule,y) = 2 Zoyﬂx—sﬁ/yﬂfﬂ—f)}_

1| x—£1° x—&|>®
= — |u; | —arctan + ug | — arctan =
™ L Yy —00 ) 0
1 r m T x
= — |uy | —arctan — 4+ — | + ug | = arctan — =
T | y 2 2 Yy
1 1 x
= —(u; +up) + — (up — up) arctan — =
s T Y
= to + Yo~ arctanz,
2 T Y

vgl. dazu Beispiel 5.7.11.
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