Theoretische Physik A
Mechanik

Sommersemester 93/94

Gerrit Jahn

6. Juni 2004






Inhaltsverzeichnis

1 Grundbegriffe und math. Hilfsmittel

[1.1 Mechanische Svstemd

1.2 Mathematische Methoden

11.2.1  Vektoralgebra

1.2.2 cktoranalysi

2 Newton’sche Mechaniﬁ

21 N n’sche Axiom

2.2 FEindimensionale B n

|2.3 Erhaltungsséitzd

2.4 Svystem von Massenpunktenl

2.4.1 Betrachtung der Erhaltungseigenschaften . . . . . . . . . .

2.5 Bewegte Bezugssystemd

25.1 alilei-Transformation, bewegte Inertialsystemd . . . . . .

2.6 Beschleunigte Bezugssystemd .

[2.6.1 lineare Beschleunieung .

|2.6.2 Rotierendes Bezugssvteml

2.6. Kréaftefreies Teilchen im rotierenden System| . . . . . . . .

|3 Lagrange Mechanik

3.1 Lagrangegleichungen 1. Artl

3.2 Lagrangegleichungen 2. Artl

3.3 Ableitung der Erhaltungsgréfien

13.3.1 Energieerhaltun

3.3.2_ zvklische Koordinaten, verallgemeinerter Impuls] ......

3.4 Lagrange-Funktion mit nichtkonservativen Kriften . . .. . . . .

13.4.1 elektromagnetische Kriftd

342 R eibungskraftgl

4 Variationsrechnung der Mechaniﬁ

4.1  Variation ohne Nebenbedingung

4.1.1 Ii

ion mit Neben

11

10
10
11

15
15
16
20
24
24
27
27
28
29
29
30

31
31
32
35
35
35
36
36
37



2 INHALTSVERZEICHNIS

4.1.2  Meth r Lagrange’schen Multiplikatoren . . . . . . . . 41

4.2 Hamilton’sches Prinzip . . . . . . o o vi 43

4.2.1  Lagrange’sche Gleicheungen 2. Artl . . . . . . . . . .. .. 43

4.2.2  Lagrange’sche Gleichungen 1. Artl . . . . . . . . .. .. .. 44

4.3  Noethertheoreml . . . . . . . . . . .. ... 44

4.4 FErweitertes Noethertheorem . . . . . . . . . . . .. .. ... ... 47

5 Zentralpotentiaﬂ 49

5.1 Zweikorperprobleml . . . . . ..o 49

5.2 Kepler-Problem . . . . . . .o 56

521 Kepler'sche Gesetzd . . . . . . o oo oo 57

5.3 Runge-Lenz-Vektonl . . . . . . . oo 60

5.4 Strewung . . . ... 61

5.4.1  Rutherford-Streuung . . . . . . . .. 63

5.4.2 Transformation ins Laborsystem . . . . . . . ... ... .. 65

6 Starrer Kérper 69

6.1 Kinemahiﬁ ............................... 69

6.1.1  Winkeleeschwindigkeitl . . . . . . . . . .. . ... ... .. 69

.2 __Euler’sch inkel . . . . ... 71

6.3 Trigheitstenson . . . . . o oo 73

3.1 M ndichtd . . . . . .. 74

6.3.2  Drehimpuld . . . . . .. 74

6.3.3  Hauptachsentransformation . . . . .. ... ... ..... 75
6.3.4  Anderung des Trigheitstensors bei Verschiebung des Bezugspunktes, der Steiner’scl

6.4 Definition und Eigenschaften von Tensoren . . . . . . . . . . ... 77

16.4.1 Rechenopeationen fiir Tensoren . . . . . .o 78

6.4.2  Pseudotensoren . . . . . . ... ... 78

6.5 Euler'sche Gleichungen . . . . . . . . . . i 79

6.5.1 Freie Rotation um eine Hauptachsel ............. 80

6.6 Kriiftefreier symmetrischer Kreisel . . . . . . . . . . ... .. ... 81

6.7 Lagrangefunktion . . . . . . . ... 84

6.7.1 Schwerer symmetrische Kreigel . . . . . . . ... ... ... 84
7 Schwingungen 89

I7.1_Eindimensionale Schwingungenl . . . . . . . . . ... &9
17.2  Fourierreihen, Fouriertransformationl . . . . . . . ... ... ... 92
2.1  Fourierreihenl . . . . . . . . . ... ... ... 92

2.2 _Fouriertransformation . . . . . . . . ... ... ... ... 95
.3__Fouriertransformation un hwingun oo 97
(.4  Green’sche Funktion . . . . . . . . .. .. ... ... .. 102
17.5 _harmonische Schwingungen in 3 Dimensionen| . . . . . . .. ... 103

me mit vielen Freiheitsgraden . . . . . . . . . . . . .. ... 104



INHALTSVERZEICHNIS 3

8 Hamiltonformalismué 107

8.1 die kanonischen Gleichungen/ . . . . . . . . . . .. .. ... .... 107

8.2 Poisson’sche Klammern . . . . . . . . . . . ... ... ... ..., 109

M.l Poisson’sches Theorem| . . . . . . . . . . . ... ... ... 110

8.3 Kanonische Transformationen . . . . . . . . . ... ... ..... 110
3.1 Ableitung der Hamilton’schen Gleichungen mittel riationsprinzip111

.4 Phasenraum, Liouville’scher Satz . . . . . . . . .. ... ... .. 113

8.5 Hamilton-Jacobi-Gleichungl . . . . . ... ... . ... ... ... 114

0.1 raffiniertes” Losungsverfahren der H-J-Dgl) . . . . . . .. 115

119



INHALTSVERZEICHNIS



INHALTSVERZEICHNIS 3

Einleitung

Dieses Skriptum entstand nach der Vorlesung Theoretische Physik A — Me-
chanik von Prof. Peter Wolfle im Wintersemeseter 93/94 an der Uni Karlsruhe.
Es kann wohl weder die Vorlesung noch ein gutes Lehrbuch ersetzen (obwohl es
sich groftenteils nach dem Buch von FlieSbach richtet), sondern soll (wie immer)
nur eine Art Leitfaden durch die theoretische Mechanik darstellen.

Dieses Skript wurde nicht von Prof. Wolfle ,,autorisiert®, so dafl dieser nicht
fiir die Folgen evtl. Fehler zur Rechenschaft gezogen werden kann.

Ab sofort kann dieses Skript von folgender WWW-Seite bezogen werden:
http://www.planetjahn.de/skripte

Falls Probleme, Anmerkungen oder Berichtigungen bzgl. des Skripts bestehen
sollten, findet sich meine Email-Adresse auf obiger Webseite.

Miinchen, Mai 2003,

Gerrit Jahn



INHALTSVERZEICHNIS

Es seien nun kurz einige grundelegende Aspekte der Theoretischen Physik
genannt.

Das Ziel der Theoretischen Physik ist es, moglichst allgemeingiiltige mathe-
matische Formulierungen der Naturgesetze zu liefern und nicht, wie viele denken,
mehr oder weniger gewagte Theorien auszustellen, die in der Realtitat keinerlei
Bestétigung finden konnen.

Die Vorgehensweise in der Theroetischen Physik ergibt sich aus der folgenden
Aufstellung (speziell fiir die Mechanik, der diese Vorlesung gewidmet ist)

1.

Sammlung von Beobachtungsdaten aus Naturvorgédngen oder aus gezielten
Experimenten.

. Aufstellung empirischer Gesetze.

Definition von Begriffen (z.B. Masse, Kraft, Impuls).

. Aufstellung von Differentialgleichungen in der Zeit, aus deren Losung sich

dann Vorraussagen {iber die Entwicklung physikalischer Systeme machen
lassen.

Auffinden allgemeiner Prinzipien (Verallgemeinerung bereits bekannter Be-
ziehungen), Symmetriebeobachtungen.

Erweiterung der Theorien durch mathematische oder logische Konsistenz-
argumente (z.B. Erweiterung des Ampere’schen Gesetzes durch Maxwell).

Die begleitende Literatur bestand aus , FlieBbach, Mechanik” und dem Stan-
dardwerk ,,Landau-Lifschitz, Mechanik®.

Auf den néchsten Seiten folgt zunéichst eine kurze Darstellung der unbedingt
bendtigten Mathematik, bevor es mit einfacheren physikalischen Problemen dann
richtig ,,losgeht®.



Kapitel 1

Grundbegriffe und math.
Hilfsmittel

1.1 Mechanische Systeme

Physikalische Systeme sind materielle Korper, die i.a. miteinander wechselwirken
oder dufleren Kréften ausgesetzt sind.

Das Ziel dieser Vorlesung besteht darin, eine mathematische Beschreibung
der Bewegung (Dynamik) dieser Korper in Raum und Zeit, bzw. der stabilen
Ruhelage (Statik) zu erhalten

Als Grundeigenschaft eines Kérpers wird nur seine Masse vorausgesetzt, bzw.,
bei ausgedehnten Korpern, eine Massenverteilung.

Die ,,Wechselwirkungen“ ergeben sich aus , konservativen* (erhaltenden) und
»dissipativen“ (z.B. Reibungs-) Kréften.

Systeme werden idealisiert als

e Systeme von Massenpunkten
e Starre Korper

e Kontinuierliche Medien (z.B. Fliissigkeiten, plastische und elastische Fest-
korper)

Der Zustand eines solchen Systems zur Zeit ¢ ist vollsténdig bestimmt durch
folgende Angaben:

e Ort {r,(t)} der Teilchen n =1,2,..., N und
o Geschwindigkeit {,(t)}

Die Bahnkurve eines Teilchen ergibt sich aus der Gesamtheit der Ortsvektoren
(Punkte) 7(¢). Man kann die 7, (t) durch Messen der folgenden Groen bestimmen

e Linge (Mafleinheit: das Meter m)
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e Zeit (Mafeinheit: die Sekunde s)

Im Verlauf der Vorlsesung wird die ,nichtrelativistische Mechanik“ behan-
delt, d.h. Zeit ist ,absolut®, was soviel bedeutet, wie die Unabhéngigkeit des
Zeitverlaufs von Ort und Bewegungszustand. (Dabei ist zu beachten, dafl die
Geschwindigkeit sehr viel kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sein mufl (v < ¢).

Zur Ortsbestimmung benétigt man ein ,, Koordinatensystem® (KS). Drei Bei-
spiele:

Das gebrauchliche Kartesische KS (KKS) hat rechtwinklige Koordinaten und
ist isotrop, d.h., dafl keine Raumrichtung ausgezeichnet ist. Ein KKS kann man
nur im euklidischen (ebenen) Raum definieren, krummlinige Réume erfordern
krummlinige Koordinaten (s.u.) Ortsvektoren der Massenpunkte lassen sich im
KKS wie folgt darstellen

r=(x,y,2)=x-6,+y-é+z2-6
Dabei stehen die Einheitsvektoren é; senkrecht zueinander:

0 ist das Kronecker-Symbol.
Die Wahl des KS ist nicht eindeutig, denn in einem verschobenen oder ver-
drehten KS | verdndern“ sich die Ortskoordinaten

Verschiebung r — T4+da

Drehung e,,¢,,e. — élx,é;,élz

Krummlinige Koordinaten sind z.B. Polarkoordinaten

mit o, der Lange des Vektors, ¢, dem Winkel zwischen x-Achse und der Projektion
des Vektors in die x-y-Ebene und z, der ,,normalen® z-Koordinate.
Ein weiteres Beispiel liefern die Kugelkoordinaten

r(t) = (r(t), 0(1), ¢(1))

mit der Lange r, dem Winkel © der y-z-Ebene und ¢, dem Winkel in der x-y-
Ebene.

Eine weitere Moglichkeit, den Ortsvektor darzustellen, bildet die Parameter-
darstellung

mit einem Parameter A, der z.B. zwischen 0 und 1 lduft.
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Nachdem nun der Ortsvektor, bzw. dessen Bahnkurve eingefiihrt wurde, liegt
es nahe, Geschwindigkeit und Beschleunigung zu definieren

_dr i Al = ()

Geschwindigkeit #(t) = 7(t) = 3 = Am A7
. . A7
Beschleunigung b(t) = U(t) = d_:

Im KKS war 7(t) gegeben durch
7(t) = z(t)e, + y(t)é, + z(t)e,
dabei waren die ¢; zeitunabhéngig, was im krummlinigen KS nicht unbedingt der
Fall sein muf}, da man hierbei die Drehung des lokalen KKS beriicksichtigen mu8.
(Beispiel: 2D-Polarkoordniaten)
z=ux(0,p) =0-cosp; Y=o sing
Betrachtet man nun das Wegstiick dr’, so erhélt man

) B B )
dF = dwé, + dye, = ((,)f;-dﬁaz-dgp) &, + <aZ-dg+aZ-d¢> é,

= (cosy-é, +singé,)do+ (—psing-é, + pcosp - é,) dp

=ép =€y

= ép,do+é, - odp

Das Rezept bei derartigen Problemen besteht meist darin, erst einmal die Ein-
heitsvektoren des krummlinigen KS zu bestimmen (wobei man darauf zu achten
hat, dafl diese Einheitsvektoren auf 1 normiert sein miissen (Achtung! bei Kugel-
koordinaten), woraufthin man dann mit diesen weiterhantieren kann (s.u.).

Stellt man nun ndmlich die Bahnkurve 7(¢) durch Polarkoordinaten dar, erhélt
man (bei geeigneter Ausrichtung des lokalen KS):

mt) =06
Mit
ép=(—sing-é, +cospé,) ¢ = €p P
erhélt man die Geschwindigkeit aus der Ableitung von 7(¢) zu

U = 06,+ 06, = 06, + 0PE,
P = Q2+Q2-9b2

(Das Quadrat der Geschwindigkeit vereinfacht sich wegen (1.1]))
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1.2 Mathematische Methoden

1.2.1 Vektoralgebra

Wie schon gesehen:

| =1

Vektor: @ Betrag: |d| =a  Einheitsvektor: @ =

2

a) Darstellung im KKS
a = a16; + a6, + azé, = (a1, az, as)
{es, 6.6} = {é1, 62,63} = {%,9, 2}
a=la] = (af + a3 + a3)"?
b) Verkniipfen von Vektoren
e Skalarpdodukt

3
a-b= Zaibi = abcos p
i=1

mit dem eingeschlossenen Winkel . Das Skalarprodukt eines Vektors mit
sich selber bezeichnen wir als @ - @ = a>.

e Vektor- oder Kreuzprodukt

—

axb = —bxad
= éz(ayb, — aby) + é,(ab, — azb,) + é.(azb, — ayb,)

Eine weitere mogliche Schreibweise des Vektorprodukts ergibt sich mit fol-
gender Determinante

€r €y €,
axb=|a ay a3
by by b3

Wichtig fiir spatere Vorlesungen ist die Schreibweise mit dem ,total anti-
symmetrischen Tensor* (auch , Levi-Civita-Tensor®):

1 fur (4,7, k) € {(1,2,3)} oder zykl. Vertausch.
€k =14 —1 fur (¢,7,k) € {(2,1,3)} oder zykl. Vertausch.
0 sonst, d.h. mindesten zwei Indizes identisch

Mit diesem ,, Tensor“ (eigentlich Pseudotensor, s. Abschnitt iiber Tensoren)
kann man das Vektorprodukt wie folgt definieren

axb = Z eijkajbkéi
Z"j7k

(6>< b)l = Zeijkajbk
7,k
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1.2.2 Vektoranalysis

a) Differentialrechnung von Vektoren

a= (al(u),GQ(U)ua?)(u)) du ! du ’ du

» et PSPt

da B (dal' day da3>

Beispiel Geschwindigkeit

1/QE§

= (.2 %) )
7= @+ + 22 =2

dabei ist s die Bogenlidnge (s.u.).
b) Integration von Vektoren

/&’(u)du = (/ al(u)du;/ag(u)du;/ag(u)du)

In der Vorlesung wird [ dua(u) statt [a(u)du geschrieben!
c) Begleitendes Dreibein (im lokalen KKS)

Eine Bahnkurve wird (s.o.) beschrieben durch 7(t). Daraus ergibt sich die
Bogenlange s(t) zu

to+t

st = [

to

dr

T dt’

Im folgenden werden drei Vektoren definiert:

1. Tangenteneinheitsvektor

@_df’/dt_i’_.A
ds ds/dt |u]

t nennt man Tangenteneinheitsvektor. Er gibt die Richtung an, in die sich
ein Korper auf der Bahnkurve zur Zeit ¢ bewegt.

2. Hauptnormaleneinheitsvektor

Die Null ergibt sich, da ¢ nicht von s abhéingt. Aus dem zweiten Teil der
Gleichung ergibt sich, daf8 di/ds senkrecht auf ¢ steht. Man bezeichnet

dt
foi=rK1—

ds
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als Hauptnormalenvektor mit dem ,, Kriimmungsradius® .

<=(()

Aus dem Vektorprodukt der beiden vorigen Vektoren ergibt sich noch ein
weiterer Vektor, der zu den beiden anderen orthogonal ist.

3. Binormaleneinheitsvektor
m:=txXu

Als Beispiel fiir die vorangegangenen Definitionen kann man die Beschleunigung
eines Teilchens entlang der Kurve C' betrachten:

. dr  dr ds i
’U g _— = — s — = .
a  ds dt ¢
—~
=t =v

- dv dié dt  di ds

Sp o= g g
@ 'y @ a4 @
- dv .
=b = —t+r’n
at

Dabei ist der zweite Teil der obigen Gleichung fiir b der Spezialfall der Kreisbe-
schleunigung (~ v?/r).

d) Raumliche Ableitungen: Gradient, Divergenz, Rotation

Man bezeichnet

A(z,y,2): R> — R?
als Vektorfeld und
¢($aya Z) : RS — R

als Skalarfeld. Wir definieren nun einen Vektor-Differentialoperator, auch ,Na-
bla-Operator® genannt

© - .9, 0 00 (900 0Y (0 9 9
T 9 Y oy 7 0z \ox’oy’0z)  \Oxi Oxy Oxs
= (V.,Vy, V) = (0,,0,,0,)

Mit diesem Vektor kann man nun folgende Operationen durchfiihren:
(i) Gradient eines Skalarfeldes

- op 0¢p 0
Tl 2) = (52 52.52) = o
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-

Als Beispiel moge die Kraft K als Ableitung des Potential U dienen (K = —VU).

(ii) Divergenz eines Vektorfeldes

Lo 0A, 0A, 0A._F0A -
V- A= e + 3y + 9% _Zaasi_leA

Beispiel: Divergenz des Radiusvektors 7 (V - 7 = 3).
(iii) Rotation eines Vektorfeldes

G i <8AZ__8Ay 0A,  OA, 8Am__8Ay>

oy 0z 0z ox Oy Ox
= Z eijkéiGjAk = I‘Otg

ijk
(iv) hohere Ableitungen
V- (VxA)=0
(die Divergenz eines Wirbelfeldes ist = 0)
V x ﬁqﬁ =0
(die Rotation eines Gradientenfeldes ist = 0)

Laplace-Operator A=V2=V.V=_—" 41+

(v) Kurvenintegrale
Gegeben sei ein Vektorfeld fl: dann gilt

lo= [ Adi= [ Ao+ [ Ady+ [ Adz
C C C C

Die Integration héngt vom Integrationsweg C' ab, sofern A kein Gradientenfeld
ist!

(vi) Taylorentwicklung

wichtige Sache in der theoretischen Physik. Steht in jedem Mathebuch. (Genau-
eres spéter).
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Newton’sche Mechanik

2.1 Newton’sche Axiome

1. Axiom: Es gibt Bezugssysteme (BS) in denen die kriftfreie Bewegung eines
Massenpunktes geradlinig und gleichférmig verlauft, d.h. r( )=0U= konst.
Solche BS nennt man Inertialsysteme (IS).

2. Axiom: Die zeitliche Anderung des Impulses eines Massenpunktes im IS ist
gleich einer angewandten Kraft:

d —
dzt) K (im IS) Impuls: p=m-v
Sieht man die Masse (was fast immer gegeben ist) also konstant an, so

erhalt man

was auch ,,Newton’sche Bewegungsgleichung® genannt wird. Anhand dieses
2. Axioms kann man nun die Begriffe Masse und Kraft definieren. Man
erhilt als ,MefB3vorschrift“ fiir die

Masse Man nehme zwei Massenpunkte mq, mq, auf die eine konst. Kraft
K wirkt. Durch Messung der Beschleunigungen b; bzw. ; erhélt man
my b2
mg gl
Irgendwann in ferner Vergangenheit wurde ein Kérper als Massenein-
heit definiert (1kg).

Kraft: Man setze einen Massenpunkt m nacheinander zwei versch. Kréften
K1, K5 aus und erhélt

Rl B
[Ka| by

15
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(Die Richtung von K liegt parallel zu g)

Die oben eingefiihrte Masse nennt man tréige Masse, da sie als Proportiona-
litdtsfaktor in einer Tragheitsbeziehung eingefithrt wurde, im Gegensatz zur
schweren Masse, die sich im Gravitiationspotential analog einer elektrischen
Ladung im elektrostatischen Potential verhélt.

Erstaunlicherweise wurde experimentell mit hoher Genauigkeit die Gleich-
heit der tragen und der schweren Masse bestétigt, so daBl man sie prakti-
scherweise einfach gleichsetzt: my = mg = m.

3. Axiom

— —

Kactio - - Kreactio

Das bedeutet, da} eine von einem Massenpunkt auf einen anderen aus-
geiibte Kraft immer eine entgegengesetzt gleichgrofle Kraft des anderen
Massenpunktes erfordert.

Zu diesem Axiom wurden spater zwei Zusédtze gefunden, die einige ,,Spezi-
alfille“ (s.u.) ausschliefen.

1. Zusatz Die Kraft zweier Massenpunkte wirkt immer in Richtung der
Verbindungsgeraden

(Fl—FQ)XXm:O

2. Zusatz Die Gesamtkraft ergibt sich aus der Summe der Einzelktifte
(Superpositionsprinzip)

2.2 Eindimensionale Bewegung eines

Massenpunktes

Bei der Betrachtung physikalische Probleme sind in der Theoretischen Mechanik
folgende Schritte durchzufithren (s. auch o.).

1. Definition des Systems

e Anzahl und Massen der zu betrachtenden Massen

e Festlegung der Kraftgesetze

2. Auffinden von Symmetrien des Systems und der Identifizierung der Erhal-

tungsgroBen (s.u.)
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3. Integration der Newton’schen Bewegungsgleichung (evtl. fiir jeden Massen-
punkt)

mr = K (F(t),7(t),t)

Man erhélt also eine Differentialgleichung 2. Ordnung, demnach benotigt
man zwei Anfangsparameter pro Variable (z,y, z). Meist Ort und Geschwin-

digkeit (7(to), 7(t)).

4. Bestimmung der Integrationskonstanten der Losung aus den Anfangsbedin-
gungen

5. Diskussion und Klassifizierung der Losung

Diese Schritte sollen (aufier 2.) an einem ,praktischen“ Beispiel vorgerechnet
werden, dem ,,Massenpunkt im eindimensionalen Raum*.

Zuerst schreibt man die Newton’sche Bewegungsgleichung auf (in diesem ein-
fachsten Fall soll die Kraft nur vom Ort des Teilchens abhéngen)

mi(t) = K(x(t)); speziell: K = K(x).

Um nun diese Differentialgleichung zu losen, multipliziert man sie mit @ durch
und erhalt:

1d ., . d
(m:c:c:m~§&:c)—(:CK(x)—ElK(:c)dx)

Das Negative des Integrals bezeichnet man iiblicherweise als Potentielle Energie

Ux) = —iK(:c’)dx’

Damit erhalt man durch einfaches Umstellen

% <%x2 + U(x)) ~0

Dabei bezeichnet man

1
%3&2 = §mv2 =T

als kinetische Energie und die Summe aus kinetischer und potentieller Energie
einfach als ,,Energie® des Systems.

E = %iz + U(x)
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Lost man nun unsere Bewegungsgleichung nach & auf, ergibt sich

2 =4z dzx
T=—(E-U(z)) =% dt =
— (2)) T 00)

Durch Integration der beiden Seiten erhélt man als Losung

i da’
t—to =
x[ V(B —U()

mit den Anfangsbedingungen

) 2
z(to) = w9 (to) = \/E<E — Ul(z0))
In der theoretischen Physik betrachtet man ein Problem als gelost, wenn man bis
zum Integral vorgedrungen ist (wie in unserem Fall), es schliefft sich nun noch
eine Diskussion der Losung an
Um die Losung der eindimensionalen Bewegung eines Teilchens z.B. graphisch

zu diskutieren gebe man sich z.B. ein Potential wie in Abb. 2.1] vor:

S 3

Abbildung 2.1: Eindimensionale Bewegung im Potential U(z)

Hierbei bestehen fiir ein Teilchen (einen Massenpunkt) mit versch. Energien
prinzipiell zwei Moglichkeiten

o /> U,,uz, das Teilchen der Energie F; kann sich unbeschriankt nach rechts
bewegen, oder, mathematisch ausgedriickt:

r1 < x(t) < o0

Der entsprechende Fall liegt auch vor bei der Energie F5 und einem An-
fangsort rechts von x3
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o F < Unue,r— < xy < x4, das Teilchen befindet sich zwischen den ,,Um-
kehrpunkten“ x_ und z, in einer Potentialmulde, es fiihrt eine ,finite“
Bewegung aus, die sich periodisch wiederholt. Es gilt also immer

ro <x(t) < xy

da der Potentialberg normalerweise nicht {iberwunden werden kann. Die
periodische Bewegung des Teilchen ist i.a. nicht harmonisch.
Die Periodendauer T ergibt sich wie folgt

i da’
T=2-
z/ V(B =U(a"))

Beim ,,harmonischen Oszillator“ ist die Periodendauer unabhéngig von der
Energie F, dies kann man erreichen durch Setzen von
x

‘= VE

Setzt man das £ nun in das obige Integral ein, erhélt man
ay/VE
7 deVE
L s VEEQ - $U(E-VE)

Um nun unabhéngig von E zu werden muf fiir U ein quadratisches Gesetz
gefordert werden

T =2

U(z) = %wgﬁ

Setzt man dies nun ebenfalls ein, erhélt man

z4/VE
T_9 m +// d¢
Vo A _m, 2¢2
:c_/\/E 1 2 wOé-
Jetzt substituiert man einen Teil der Wurzel
uw? = 2w = u = \/%wof
— d¢ = @ Ldu

Die Integrationsgrenzen sind durch u;,; (s.u.) zu substituieren. Dabei ist zu
bedenken, dafl in den Umkehrpunkten £ = U(z=+) ist, demnach ergibt sich

m
E = Ux)= Engi
m T+
Uint = EWO—E
m T+
== Uipt = Wo =41
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Somit ergibt sich also die Periodendauer im Falle der Unabhéngigkeit von
E 7zu

9 1

/ du B
wo J, Vi—u?  wo

T —

Es ergab sich also (wie auch aus der Experimentalphysik bekannt ist), daf
Periodendauer und Kreisfrequenz beim harmonischen Oszillator wie folgt
zusammenhéngen

2
Wy = T
Am Ende dieses ersten Problems sei noch erwdhnt, dafl man Differential-
gleichungen 2. Ordnung, die beim Oszillator auftreten, immer 16sen kann.
Ein Gleichung der Bauart

. d
mi = —aU(LC) = muwpx

148t sich mit folgendem Ansatz l6sen

z(t) = exp(Liwot)

2.3 Erhaltungssitze

Unter ,,Erhaltungsgrofien® (EG) versteht man physikalische Grofien, die sich im
Laufe der Zeit nicht &ndern, sie werden auch als ,, Bewegungsintegrale* bezeichnet.

Bei physikalischen Systemem stellt sich die Frage, wieviele und welche Erhal-
tungsgréfen iiberhaupt existieren.

Eine ,unqualifizierte Definition“ konnte sich wie folgt ergeben (wieder am
Beispiel der 1-D-Bewegung): Man hat zwei Freiheitsgrade, also mul man auch
zwei Erhaltungsgrofien haben:

1.LEG E-= %;i:?(t) + U(x(2))
z(t)

W ) -
iy VEE-U@)

Daraus konnt sich folgende Definition ergeben

Def.: O = f(z(t)) —t = f(x(ty)) — to = konst

2.EG  t—ty= f(z(to))

Man hat somit also eine Erhaltungsgrofis gefunden, mit der man allerdings nicht
viel Freude haben wird, da sie erstens nicht besonders niitzlich ist und zweitens
explizit von der Zeit abhéngt.

Ein ,qualifizierte Definition“ sieht hingegen so aus: Eine Erhaltungsgrofie mufl
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e nicht explizit von der Zeit abhéngig und
e additiv sein (}-; EG; = EGyes).

Auflerdem gibt es noch irgendwelche Zusammenhénge mit den Symmetrien eines
Systems (s. Abschnitt Noethertheorem)

In realistischen System gibt es auch nicht sonderlich viele EG, einige Beispiel
fir EG:

1. Energie (s.0)
2. Impuls.

d —
d_]: =0= p = konst (ohne Krifte, im Inertialsystem)

3. Drehimpuls. Den Drehimpuls erhélt man, indem man die Newton’sche Be-
wegungsgleichung mit dem Radiusvektor 7 vektoriell multipliziert

—\

miExr=7xK; mi X ¥ = — (7 x mr)
dt —_————
=L
Wir haben also den Drehimpuls erhalten als
L:=Fxp=Fxmr (2.1)

Definiert man jetzt das ,,Drehmoment* M durch
Def: M :=7FxK (2.2)
ergibt sich ein Analogon zur Bewegungsgleichung
dL -
— =M. 2.3
Der Drehimpuls ist also konstant, falls kein Drehmoment vorhanden ist

M =0—=— [ = konst.

in diesem Fall mufl nicht einmal absolute Kraftefreiheit gefordert werden,
denn die sog. , Zentralkraft“, lings des Radiusvektors ist erlaubt. Mathe-
matisch:

L = konst auch bei K # 0, falls K=r¢- K(r)
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=

L Pg

r r.

Abbildung 2.2: Der Drehimpulsvektor steht senkrecht auf dem Orts- und Ge-
schwindigkeitsvektor

4. ,Fliche“. Aus den obigen Uberlegungen folgt, daf der Drehimpulsvektor
senkrecht auf der Bahnkurve 7(¢) und dem Geschwindigkeitsvektor 7(t) ste-
hen muf (s. Abb. 2.2]). Transformiert man nun die Koordinaten von 7 in
Polarkoordinaten, so, daf3 die z-Achse parallel zu L liegt, erhélt man, indem
man das transformierte 7 in Gl. (2.1) einsetzt:

;LL e, =T XT = 0¢, x (06, + 06,) = QQ(éQ X €y) = QQSbéz

Mit den Bezeichnungen aus Abb. 2.3] ergibt sich die pro Zeitintervall d¢

Abbildung 2.3: Die Fliche, die der Radiusvektor iiberstreicht, ist zeitlich kon-
stant.

uberstrichene Flache dF' zu

1
dF = —p*dyp
2
Nun bildet man die Flachengeschwindigkeit dF/dt:

dFf 1, 1
— = —0°p=—L, = konst
dt ¢ ¥ 2m ons
Damit haben wir nachgewiesen, dafl die pro Zeit iiberstrichene Fléiche zeit-

lich konstant und somit eine Erhaltungsgrofie ist.

5. Energie. Wir gehen wieder von der Newton’schen Bewegungsgleichung aus
und erhalten
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Fiir den Fall K = 0 hatten wir bereits den Term

%FQ = konst

als kinetische Energie identifiziert. Bei vorhandener Kraft K # 0 ergibt sich
Kdr'=dA und
_dA

N:——:[_(“_’.
i "

N nennt man Leistung und dA entspricht der geleisteten Arbeit im Zeitin-
tervall dt.

Die Arbeit ergibt sich demnach aus der oberen Gleichung zu

T
D
y P "’/ ......
S/ / C’

Abbildung 2.4: Die Arbeit ist i.a. abhéngig vom Integrationsweg C'

abhéngt, kann man die Kraft durch das Potential ausdriicken

-

—VU 7= |K = -VU

Daraus ergibt sich wieder wie bei der eindimensionalen Bewegung die Ener-
gie des System zu

d .
(57 +um)—0—|E=1

” + U(7) = konst.

Die Krifte, die die Bedingung K = K (7) erfiillen, nennt man konservative
Krdfte . Fiir konservative Kréfte gilt weiterhin, dafl das obiges Integral
wegunabhéngig ist, bzw. das Kreisintegral verschwindet:

([+[,) Ear=0= f Rar== [(x R)af
C /
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Die letzte Beziehung gilt also, falls VxK=0 ist, was im vorliegenden Fall
erfiillt ist, da U ein Gradientenfeld ist.

Ein Beispiel fiir ein konservative, energieerhaltende Kraft liefert die Lor-
entzkraft:

=y

E=%Y#xB) |
C

2.4 System von Massenpunkten

Wir benétigen bei den folgenden Betrachtungen N Massenpunkt mit den Massen
m, (v = 1,2,...,N). Die Newton’schen Bewegungsgleichungen der einzelnen
Massenpunkte ergeben sich zu

myr=K,=Y K, +KY (2.4)

'{Z'{ZMZ

wl
N

Dabei sind die [?,E“) die duBeren Krifte, die auf das Teilchen einwirken kénnen
und die K, die Wechselwirkungskréfte zwischen (hier) je zwei Teilchen.

2.4.1 Betrachtung der Erhaltungseigenschaften

1: Schwerpunktsimpuls.
Der Schwerpunktsvektor R ist gegeben durch

. 1 N N
R:=— ) mui,; M:=> m,
M v=1 v=1

Damit ergeben sich die Newton’schen Bewegungsgleichungen zu

N . - N N .
Smr,=MR=> YK, +> K
v=1

v=1 p=1 v
vEL

Wegen dem 3. Newton’schen Axiom entfallen die inneren Kréfte:
— — 5 N —
Ky =-K,= MR=> K@
v=1

Wir haben also herausgefunden, daf}, sofern keine d&ufleren Kréfte vorhanden sind,
folgendes gilt

P=ME=0
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was besagt, dafl der Schwerpunktsimpuls konstant ist, sofern keine d&ufleren Kréfte
einwirken.
2: Gesamtdrehimpuls. Multipliziert man (2.4]) vektoriell mit 7, ergibt sich

N . N .
Yo xmr=> 7, xK,
v=1 v=1

daraus ergibt sich der Gesamtdrehimpuls zu
— N . N —
L=>) 7 xmr,=>Y L,
v=1 v=1

Betrachtet man nun

o o 3. Axiom al

. = Ul . ey . — —
DX Ky =) X K TS = > Tux Ky
v,u=1 v,p=1 v,u=1

n#v nFv nFv

Diese letzte Gleichung kann man nun umschreiben in

N 1N
= =2(a) 2. Zusatz
o o o a) 2.
Ty X Ky =5 > (7 = 7) x (a) = 2254
v,p=1 v,p=1
nF#V HFV

Wir haben somit also erhalten, dafl die inneren Kréfte kein Drehmoment erzeu-
gen und deshalb den Gesamtdrehimpuls nicht &ndern. Betrachtet man aber die
auBeren Krifte, so erhilt man

ar Y
at =

v=

7, x KW = M = L = konst, fallsM = 0

Man kann erkennen, dal die duleren Krifte ein Gesamtdrehmoment bewirken,
welches eine zeitliche Anderung des Gesamtdrehimpulses hervorruft.

3: Energie. Wir gehen wieder von der Newton’schen Bewegungsgleichung aus,
die mit 7" skalar multipliziert und dann aufsummiert wird:

N PR, N . -
Z mufufu = Z FI/KV
v=1 v=1

Wir wollen uns momentan auf die konservative Kréfte (s.o.)

— —

K:K(’Fl?,'l?]\[)

beschrinken. Mit obigem K erhalten wir ein Potential, welches von den Orten
der Massenpunkte abhéngt:

N d N .
SN K,r,=—=U,....,in)==>_V,U-T,
v=1 dt v=1
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dabei ist

Vo= 2er Dot
Y Ox, ! 8yy2 0z,

~ ~

€3

Somit ergibt sich also die Kraft aus dem Potential zu
— K, =V, U(7,...,7y) (2.5)
Bei Anwesenheit duerer Kréfte ergibt sich das Potential durch
U=U% 4y
mit

N N
U0 = 3 Uu(Fnr) U@ =S U
v=1

v,u=1
v

Wendet man das 3. Axiom auf Gleichung an, so ergibt sich

N
Kuu = -V, Z UVM<FV7’FM) = _K/W =+V, Z U/“/(F“’F”)

v,p=1 pv=1
VF#WR e

Da U eine skalare Grofe ist, kann es nur von den folgenden drei Skalaren abhéngen

Andere Skalarprodukte ergeben sich aus den Linearkombinationen der obigen drei
Ausdriicke. Da die Gradienten von U, im 3. Axiom bez. ;1 und v entgegenge-
setztes Vorzeichen haben miissen, fallen die ersten beiden Skalare ebenfalls weg
und es ergibt sich

Uyu(FwF,u) = UV,LL(|FV - F.“D
Zwei Beispiele: 1. Coulomb-Wechselwirkungen zwischen elektrischen Ladungen

UVCljulomb(|f’V _ FMD = %
v I3

2. Gravitations-Wechselwirkungen zwischen zwei Massen

Ul?;avitation(‘,':’l/ _ ,F:u ) - —G . |7;LV;/’ZM|
v Iz

(G Gravitationskonstante)
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2.5 DBewegte Bezugssysteme

Lineare Transformation zwischen Bezugsystemen

2.5.1 Galilei-Transformation, bewegte Inertialsysteme

Im Inertialsystem IS werden die Koordinaten (x,y,2) = (x1,x2,23) eingefiihrt,
welchen die Koordinaten (2, 2") = (21, 2}, 24) im transformierten IS KS’ ent-
sprechen.

1. Fall parallele Verschiebung der Koordinaten von IS nach KS’

F(t) =7 (t) +d(t)

Es stellt sich die Frage, wie sich KS’ gegeniiber IS bewegen darf, ohne die New-
ton’schen Axiome zu verletzen. 1. Axiom

mi* =0 = mi’ =0
—d=0=d{t)=7-t+a

Dabei spielt ¥ die Rolle einer konstanten Relativgeschwindigkeit und @ die eines
Verschiebungsvektors.
2. Fall KS-Achsen gegeneinander verdreht

3
/ .
xT; = Zaija:j, 1=1,2,3
J=1

dabei ist ay; eine Drehmatrix fiir die gilt
3

o=« Zoz,lozlj = 0
1=1

(das soll zeigen, dal die Abstédnde zum Koordinatenursprung unveréndert blei-
ben).

Das erste Newton’sche Axiom l48t sich in einem gedrehten KS so darstellen

3
mi; =m Y (diz; + 2005+ ;)
j=1 —
=0 (LAxiom)
Daraus folgt, dal sich nur zeitunabhéngige Drehungen mit dem ersten Axiom
vereinbaren lassen.
Fat man die obigen beiden Fille der linearen Verschiebung und der Dre-
hung zusammen, erhilt man die allgemeinste Transformation, die IS ineinander
iiberfiihrt:

3 3
/ . A .
xi:Zaijx]’%—vi-t—i—ai, xi—ZaijIj—i-vi
j=1 7=1
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Man konnte der Vollstédndigkeit halber noch eine Zeittransformation einfiithren
=t —to,

was aber fiir unsere Zwecke wohl nicht nétig ist.

Es sei am Rande noch erwédhnt, dafl die Galileitransformationen eine 10-
parametrige Gruppe bilden.

Am Ende des Abschnitts Galilei-Transformation seien noch einige Begriffe
erwahnt. Bei einer ,,passiven Transformation“ wird ein physikalisches System aus
zwei Bezugssystemen beobachtet, man erhélt fiir die NB

3
.. o . ../ _ . L /
mi; = K; = mi; = ZQUKJ =K,
=1

Die Gleichungen haben also dieselbe Gestalt, sie sind ,,forminvariant® oder , kova-
riant“, jedoch nicht invariant, da die Bewegung, die die Gleichungen beschreiben
nicht genau gleich sind, da i.a. andere Kréfte in den versch. BS wirken.

speziell: Schreibt man fiir ein abgeschlossenes System die Newton’schen Be-
wegungsgleichungen im System KS und KS’ auf, erhélt man fiir Drehungen:

K, = = VUL(° —=7l); |7 =7l =17, — 7
HVFEp
— — 8 . .
= (K,); = Zaij(Kv)i = ZO‘%’J’ - wUW(’TV — )
J J J
0
= —aTUw(Wy )

]V

Der letzte Schritt gilt, da

0 0 Ox/ 0 0
Zaija—x; = Zl:az’j%l, %j, = ;aij@lj@ = Oz
=ay; 7

Bei dieser ,,aktiven Transformation“ dnderen sich sowohl die Bewegungsgesetze,
als auch die eigentliche Bewegung nicht. Die Bewegungsgesetze sind also sowohl
invariant als auch kovariant.

2.6 Beschleunigte Bezugssysteme

Newton’sche Axiome gelten geméB den obigen Uberlegungen in beschleunigten
BS nicht!
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2.6.1 lineare Beschleunigung

Das BS KS’ wird relativ zu IS konstant beschleunigt. Der Verschiebungsvektor
ergibt sich dann als

. 1-
d(t) = 5bt?
Damit erhélt man die folgende Transformationsgleichung
7ty = 7(0) + d(t) = (1) + S5
Wenn jetzt also im Inertialsystem Kréftefreiheit herrscht, folgt:
IS: mift=0— KS mif=—mb

dabei nennt man mb »ocheinkraft”, da sie ja nicht wirklich aufgebracht wird.

2.6.2 Rotierendes Bezugssytem

KS’ wird gegegniiber IS um einen Winkel ¢ gedreht (mit fester z-Achse). Dann
kann man definieren:

e Winkelgeschwindigkeit w := ‘ji—‘f

e Vektor der Winkelgeschwindigkeit & = ww mit @, dem Einheitsvektor in
w-Richtung

Abbildung 2.5: konstanter Vektor G im gedrehten Bezugssystem KS’| betrachtet
aus dem Inertialsystem IS

Betrachtet man nun von IS aus einen Vektor G , der in KS’ fest, also konstant ist,
so ergibt sich dessen Anderung bei einer Drehung dG.,; zu (s. Abb. 2.5))

AdG,or = do x G = & x Gdt
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Daraus la3t sich die ,,allgemeine Transformationsgleichung® ableiten:

dGs = dGrg + [@ x G(t)]dt (2.6)

Bei dieser Transformationsgleichung ist zu beachten, daf§ man nur Koordina-
ten einsetzen darf, die denselben , Ursprung“ haben, d.h. man kénnte z.B. alle
Koordinaten in Bezug auf das Inertialsystem betrachtet einsetzen, mit ihnen
dann die Transformation ausfithren und sie dann letztlich in das KS’ durch die
normale Galilei-Transformation iiberfithren. Auch der umgekehrte Weg (erst
Galilei-Transformation, dann konsequent mit den galileitransformierten Vekto-
ren in die Transformationsgleichung eingehen) ist korrekt. , Mischungen*, wie
z.B. auf der linken Seite Koordinaten bez. IS, auf der rechten die schon gali-
leitransformierten Koordinaten des KS’ fithren i.a. zu falschen Ergebnissen !!!

2 Beispiele: 1. Geschwindigkeit. Man mufl 7(¢) in die Transformationsgleichung
(2.6]) einsetzen und erhalt

F=i 4@ x(t) (2.7)

2. Beschleunigung. Dazu setzt man (2.7) in die Transformationsgleichung (2.6])
ein:

.;1
r

F=F 4G xTt)+&x 7 {t) +d[F +@ x 7 (2.8)

2.6.3 Kiriftefreies Teilchen im rotierenden System
im IS gilt
mi = 0

mit Gl. (2.8) ergibt sich fiir das rotierende System

mit= —2m@ x 7 —m@ x (@ x7)— mdx 7
—_—— , ——
COI"iOliS—Kraft Zentrifugalkraft Tragheltskl"aft

falls & # 0

e Zentrifugalkraft
Richtung: & x (& x 7) = &(& - 7)) — 7% Die Zentrifugalkraft steht also

=0
senkrecht auf & und zeigt radial nach auflen.
Betrag: wr’sin(d, 7)

e Coriolis-Kraft
Richtung: senkrecht zu & und o/'.
Betrag: 2mwuv’ sin(d, 0")

Ein Beispiel fiir die Coriolis-Kraft ist die Windbewegung auf der rotierenden
Erdhalbkugel. Der Wind weht somit auf der Nordhalbkugel vorzugsweise nach
Westen, auf der Stidhalbkugel nach Osten.



Kapitel 3

Lagrange Mechanik

3.1 Lagrangegleichungen 1. Art

Man kann viele Beispiel aus der Mechanik mit Hilfe von sog. ,Zwangsbedin-
gungen, beschreiben. Ein Beispiel hierfiir sei das mathematische Pendel (s. Abb.
[B.1). Die Zwangsbedingung lautet hier:

m
K= —-mg-é,

Abbildung 3.1: Ebenes mathematisches Pendel. Auf die Masse m wirkt die
Schwerkraft K und eine durch den Faden ausgeiibte unbekannte Zwangskraft

Z.

g(f) =2 +y* =1 =0
mi=K+Z (3.1)

Z nennt man Zwangskraft, sie wird bei dem math. Pendel, wie in Abb. be-
schrieben, vom Faden aufgebracht und weist in Richtung des Aufhdngepunktes.
Bei der Zwangsbedingung ¢ sind zwei Typen zu unterscheiden:

e g = g(7,t) = 0 nennt man ,holonome* Zwangsbedingung.

e alle anderen , nichtholonom* (z.B. Ungleichungen oder Abhéngigkeiten von
¢ nicht nur von 7 und t)

31
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Die Zwangskraft 7 wirkt immer senkrecht zur Fliche (da sie keine Komponen-
te in der durch g definierten , Fliche® haben darf, um die eigentliche Bewegung
nicht zu “stéren), die durch die Zwangsbedingung ¢(7,t) gegeben ist:

Z(F,t) = A(t) - Vg(7, 1)

Daf3 der Gradient senkrecht zu der durch ¢ = 0 gegebenen Fliche steht, kann
man sich verdeutlichen, indem man den Gradienten in Komponenten parallel
und senkrecht zur ,,Flache“ zerlegt. Da sich aber ¢ in der Fliache nicht &ndern
darf (wegen g = 0 Vr), muB die parallele Komponente verschwinden und der
Gradient behélt nur noch eine senkrechte Komponente.

Setzt man nun (3.2)) in Gl. (3.1)) ein, ergibt sich folgendes Gleichungssystem

mri = K+ A(t) - Vg(F 1) (3.2)
g(rit) = 0

Man erhélt somit also 4 (allgemein 3- N + R mit R = Anzahl der Zwangsbedin-
gungen) Gleichungen fiir die Variablen z(t), y(t), z(¢) und A(t).
Dies sei noch einmal am Beispiel des Pendel verdeutlicht

7= (z,y,0) ﬁg =2(z,y,0) =27

Damit ergibt sich also

mi = 2\x
my = —mg-—+2\y
2oy = P

Verallgemeinert man Gleichung (3.2) auf N Teilchen mit R Zwangsbedingun-
gen (R < 3N — 1), so ergeben sich die allgemeinen Lagrange-Gleichungen 1.
Ordnung

. - R N
a=1
ga<7717"'77?N7t):0 (0421,...,]%)

3.2 Lagrangegleichungen 2. Art

Die Lagrangegleichungen 2. Art unterscheiden sich von denen der 1. Art durch
das Verschwinden der Zwangskraft durch geeignete Koordinatenwahl, den sog.
,verallgemeinerten Koordinaten“. Die Anzahl der Freiheitsgrade gibt an, wieviele
der verallgemeinerten Koordinaten voneinander unabhéngig sind, sie ergibt sich
bei 3N Koordinaten und R Zwangsbedingungen zu

f=3N-R
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Somit kann man nun also f verallgemeinerte oder generalisierte Koordinaten

q1,4q2, . .. 7Qf
so wéhlen, das man mit ihnen die Lage aller Massenpunkte beschreiben kann
Fn = F1<q17QQ7 -4y, t)

Die r, liegen (aufgrund der , geigneten“ Koordinatenwahl) alle auf den durch die
Zwangsbedingungen festgelegten Flachen, d.h. die Zwangsbedingungen miissen
fiir beliebige Werte der g, erfiillt sein:

Ga = (Fl<q17--'7Qf>t)7'-'77?N<q17"'>Qf7t)) =0 (')
Aus der Tatsache, dal g, = 0 Vg; ist (also g, = 0), folgt

8 e nr R = aFn
Jo _ o Keges §° 7 g, 20 =0
n=1

8qi aQi

Dies Erkenntnis wird nun ausgenutzt, um die Zwangskréfte zu eliminieren: Mut-
lipliziert man Gleichung (3.3)) mit 07,/0¢; durch und summiert iiber n dieser
Bewegungsgleichungen auf, erhélt man

I N
0 = Z(mnrn K, — Z Aavnga) Ry
n a=1 aQi

=0 S.O0

In dieser letzten Zeile sind die Zwangskrifte verschwunden!
Man sollt noch erwéihnen, dafl man

- 07,

5 &
Qk o

als ,,verallgemeinerte Kraft“ bezeichnet. Betrachtet man nun nochmals die Trans-
formation

Fn = 7:;1((]17 o 7Qf7t>7
so ergibt sich durch einfaches Differenzieren folgende, wichtige Beziehung:

Of'n Or'n

= Tn = % +Zl.:aqi * i

Orn _ Oy
= % = o (3.4)
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Multipliziert man nun die Newton’sche Bewegungsgleichung mit 0r},/dq; durch
und summiert iiber n, ergibt sich

- O, (Iﬂb or, B d 0 1 -2 0 1 -2
Zmnrn~ 90 Zmnrn i ( 95 2 mnr> 9 > 5 Ml

d (0 a
o (aq,iT> ~ 54T (3.5)

dabei ist T = ¥, 2 mnr die kinetische Energie . Die vorletzte Umformung in
obiger Gleichung erglbt sich aus

s -t Wil &

aQ’L n (2

— Z mnrn + Z mnrn or .

i
Dies Umformungen kann man wiederum durch einige Rechnerei verstehen.
Setzt man weiterhin konservative Krifte voraus

K, = —VU(F(q.1),...,7(q, 1)),
so ergibt sich
8rn % 0rn B 8Fn B 0

l n

Die letze Umformung erglbt sich aus der Kettenregel. Damit erhilt man aus (3.5))

folgendes
d [0 0
O_E <aqiT> e (T-U).

Daraus erhilt man nun mit 0U/0¢; = 0 (da nur konservative Krifte zugelassen
waren und somit das Potential nicht von den Geschwindigkeiten abhéingen kann)

d 0 0
& <8qz‘£> B aqiﬁ =0

Dabei nennt man £ =T — U die ,Lagrange-Funktion®, mit deren Hilfe man ge-
wisse Probleme einfacher fassen kann. Aus der Lagrange-Funktion lassen sich nun
die Lagrange-Bewegungsgleichungen 2. Art aufstellen, indem man einfach U und
T durch die verallgemeinerten Koordinaten ausdriickt und die jeweiligen Ablei-
tungen einsetzt. Man erhélt somit f Bewegungsgleichungen, die es zu verarbeiten
gilt.

Der grofie Vorteil dieser Formulierung gegeniiber den Lagrangegleichungen 1.
Art besteht darin, dal man erstens nur 3N — R statt 3N + R Gleichungen zu
16sen hat und zweitens die Zwangskréfte nicht mehr beriicksichtigen und somit
auch nicht mehr ausrechnen musf.

(3.6)
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3.3 Ableitung der Erhaltungsgrofien

3.3.1 Energieerhaltung

Unter der Annahme,dafl £ nicht explizit zeitabhingig ist (0L/0t = 0), ergibt
sich:

Sind nun 1. die Zwangsbedingungen nicht explizit zeitabhéngig
? L .
T =Y a4 4 ="T(q4,1),
7:7-]‘
: _ ou __
ist 2. U=U(q) = 3; =0
Looc L or
=0 di =T,
Z:Zl 94 1:21 9q;

so ergibt sich aus 1., 2.
— H=-T+U+2T'=T+U=F

H nennt man ,,Hamilton-Funktion®.

3.3.2 zyklische Koordinaten, verallgemeinerter Impuls

Wenn die Lagrangefunktion nicht explizit von einer best. Koordinate abhéngt,
wenn also

oL
0
gilt, so nennt man diese Koordinate g zyklisch. Man erhélt
£<a—£> :8—520:>a—£:k0n8t.::pk.
dt \ Og g o

Dabei nennt man p;, den verallgemeinerten Impuls.

Beispicle: 1. freies Teilchen mit 7' = $mv?:

0

m -2 oc
2" TR T

:i(gﬁ) = (;it(mf'):():>]5’:m7%’:k:onst.

L = 0
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2. Massenpunkt auf Kreisbahn
L=121 = & (%) = d(1Ppm) = 0
= L, = ml*$ = konst.

L, ist die z-Komponente des Drehimpulses, die erhalten bleibt.

3.4 Lagrange-Funktion mit nichtkonservativen
Kraften

Bisher gingen wir davon aus, daf3 die Potentiale, die wir in die Lagrange-Funktion
einsetzen, unabhéngig von ¢;, also geschwindigkeitsunabhéngig sind. Mit diesem
Ansatz kann man allerdings das Verhalten von Teilchen in B-Feldern nicht be-
schreiben. Im folgenden wird nun beschrieben, wie man eine Lagrange-Funktion

—\

aufstellt mit einem Potential U = U(q, 7, T)

3.4.1 elektromagnetische Krifte

Es seien elektromagnetische Kréfte vorhanden, E = el Feld, B = Magnetfeld,
q Ladung.

[?:qﬁ+ 7x B

oI

Annahme einer geschwindigkeitsabhingigen Potentialfunktion U(7, 7, t):

d (ac) d <6T aU> B 0L

dt \or) dt\or or or

~L=T-U = . .
or  or

Soweit wenig Neues, es stellt sich nun die Frage, wie U gewéhlt werden muf3,
damit sich K = m7 aus U ergibt.
Fiihrt man die el. Potentiale ¢ und A ein, ergibt sich

- - 194
E = - —-ZZ 3.8
z/ c ot (38)
wegen V X E =0
B = VxA
——

Wegenﬁ~§:0

Man erhilt also fiir den nichtkonservativen Anteil von U:

Uni = — LFA(7 1)
C
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Somit erhélt man also Kraft und Potential als

- - d [oU
K = - — (==
= VU+dt<8F>
N qgd
= —qVé+ —jzl (#;VA; (7 1)) — S A
B s q0A qoA & (.o, 04
= Byl 172 1 A
1 +c@t c ot cj; VA 8Jx]
=< (VX A)

Das obige Kreuzprodukt ergibt sich aus dem Entwicklungssatz
b(@e) — a@b) = @ x (b x ).

Somit ergibt sich die Lagrangefunktion fiir nichtkonservative Krifte zu

<2

L(F, 7 t) =27 —q-¢(Ft) + 17 A(F,1) (3.9)

(S

3.4.2 Reibungskrifte

Reibungskrifte sind dissipative Kréfte und i.a. (bei uns) linear abhéngig von der
Geschwindigkeit des jeweiligen Teilchens:

Kdiss = —Tn " Tn

beschreibt die Reibungskraft des n-ten Teilchens. Man muf} also der Lagrange-
Funktion Terme hinzufiigen, die die verallgemeinerten Kréfte

N ory,
Qdiss,k - Z Kdiss,n : 8_

n=1 4di
beriicksichtigen. Die wird erreicht durch Einfithrung der ,,Rayleigh’schen Dissi-
pationsfunktion* erreicht.

2
Tn =Ty,

F(f)= %

n=1

: NP
= Flg.q,t) = X 57n(q4,1).

N [—=

Damit ergibt sich fiir die verallgemeinerten Kréfte

N OF o, N OF (7 or,  OF(q(F
n=1 8rn an n=1 87"” 8(]1 8%
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Und damit ergeben sich die Lagrangegleichungen 2. Art unter Beachtung der
Reibungskrifte zu

d foLy oL N or 0
dt \ 9 dq; 04
Hieraus kann man erkennen, dafl die Rayleigh’sche Dissipationsfunktion der hal-
ben Leistung, die gegen die Reibung aufgebracht werden muf3, entspricht, denn
die Verschiebungsarbeit um eine Strecke dr ergibt sich aus

A X dr,

N Kdiss n’ L

dt = Toodt

n



Kapitel 4

Variationsrechnung der Mechanik

4.1 Variation ohne Nebenbedingung

Hat man Funktionen y = y(z) gegeben, die der Bedingung
2
J=Jy] = /F(y,y',x)dx = minimal (4.1)

geniigen sollen, so nennt man J[y] ,, Funktional“ von y(x).

Die Randbedingungen fiir obiges Problen lauten y(x1) = y1,y(x2) = yo mit
festen y1,y2. (s. z.B. Problem der Brachistochrone).

Man nimmt nun an, dafl yo(x) die gesuchte Funktion sei und betrachtet fol-
gendes

y(x) = yo(w) + - n(x) (4.2)

mit einem infinitesimalen € und einem bel. n(x), welches nur an den Randpunkten
der Bedingung n(z1) = n(xe) = 0 geniigen muf, da sonst die Randbedingungen
nicht erfiillt sind.

(Das ¢ wird eingefiihrt, damit man unten zeigen kann, dafi das Funktional
minimal wird, fiir die ,Losung® yo(x). Dazu 1at man dann letztlich das € gegen
Null gehen und erhélt somit die Bedingungen (Euler’schen Gleichungen), die das
yo(x) erfiillen mufl; um eine ,Losung” des Funktionals zu sein.)

Setzt man nun also ([4.2) in J ein, erhilt man (wegen yo(z) = , konst*)

Syl = J (In(=)],¢), (4.3)

welches nun nur noch von ¢ und 7n(x) abhéngt.

Gibt man sich nun ein n(z) vor (welches nur dahingehend eingeschrénkt ist,
daB es die Randbedingungen nicht verletzen darf), so mufl also wegen (4.1)) J(¢)
minimal werden, also

0J

= — =0.
Oe

39
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Man bildet also nun

L Jlyo(2) + en(e)] (1.4

de

e=0

Das ¢ = 0 bedeutet nur, dal im weiteren Verlauf das ¢ verschwinden muf}, um zu
gewihrleisten, dafl man eine von £ unabhéngige Bedingung fiir y(x) bekommt.
Setzt man nun (4.2)) fir y in (4.1) ein und fithrt (4.4) aus, erhélt man

(@):J (Z—];- (:v)+g—5,~ ’(x)+0> -dz. (4.5)

Wenn man jetzt den vorderen Term von (4.5]) beibehélt und den hinteren partiell
integriert, erhdlt man

@ =[G (5] - [ (55 e

dy dx Oy’
1 1
=0, da n(z1)=n(z2)=0
FIOF  d OF
— _— — p— . 4.
/ (—ay " ay,)mm)dx 0 (16)

Da das n(z) beliebig sein soll, insbes. also gelten kann n(x) # 0, folgt aus (4.6),
dal die Klammer Null werden mu$.

Setzt man nun £ = 0 ein (um das 7 und eben das € im Argument der Funktion
F verschwinden zu lassen), erhilt man folgenden Ausdruck

__——:0‘. (4.7)

Diese Gleichung nennt man die ,,Euler’sche Differentialgleichung der Variations-
rechnung*.
Die Kurznotation der Schritte (4.1]) - (4.7)) lautet:

.
00 = Jly + 6y — Jly] = | (8oy + Loy ) de ™= [ (9E — £55) oy =0
e (49

dabei nennt man 6.J/dy die ,,Funktionalableitung*.

4.1.1 Variation mit Nebenbedingung

Ein Beispiel zur Motivation:
Ein Kette konstanter Massendichte o der Lange L befinde sich im Schwerefeld
der Erde, die Aufhédngepunkte seien Py und P, (s. Abb. [A.1]).
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Yy P
| P,
L |
ZEI1 I:Q X

Abbildung 4.1: Kette mit Linge L im Schwerefeld der Erde

In diesem Fall ist J = U,y die potentielle Energie:

Py x2
ds=|¥|d
Jz/g-g-yds Q”g-g/y(x)\/lwadw
P 1

mit s, der (Bogen)linge der Kette und v, einem Weg, der die Lage der Kette
parametrisiert.
Ein Element der Bogenlidnge ergibt sich also zu

ds = /1 4 y2dzx.

Damit erhélt man als Nebenbedingung

K[y = / J1+y2de = L. (4.9)

Das ist die sog. ,,isoperimetrische Nebenbedingung*

4.1.2 Methode der Lagrange’schen Multiplikatoren

Um das in Abschnitt [£.1.1] angesprochene Problem zu l6sen, fithrt man die sog.
Lagrange’schen Multiplikatoren A ein. Man definiert sich erst einmal

J* [y, A\l = Jly] — M(K[y] — L) = minimal (4.10)

Man kann leicht erkennen, dal man zum ,normalen® Funktional einfach 0 dazu-

gezéhlt hat (wegen (4.9)).
Man hat nun 2 Extremalbedingungen fiir J* zu erfiillen:

0J* _oJ oK _
sy Sy oy
0J*

s = Kl -1=0

1. 0 (4.11)
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Da J und K Funktionale sein sollen, erhélt man
2 €2
Jly] = /F(y,y’,w)da:; Kly] = /G(y,y’,w)dl’
1 1

Man bildet nun ,einfach* die Funktionalableitung geméfl Gl. (4.11)) und (4.8)) und
erhélt die sog. verallgemeinerte Eulergleichung;:

SI_OF _dOF 06\ d0G_
Sy  Ody dzoy oy dz oy
Der Beweis dieser Gl. (4.12)) ergibt sich analog dem von Variationen ohne Neben-
bedingungen. Man nimmt an,

0 (4.12)

y(x) = yo(x) + €1 - m(z) + &2 - n2(x) (4.13)
sei eine ,,Losung” der beiden Funktionale. Daraus ergibt sich analog
Ky(z)] = konst. = K(e1,€9) (4.14)

Diese Gleichung beschreibt, bei gegebenen n(x), n:(z) eine Kurve in der &1, -
Ebene, die aufgrund der Randbedingungen durch den Nullpunkt gehen muf.
Entsprechend erhilt man aus dem Funktional J

Kly(z)] = J(e1,62) = minimal fiir £1,69 # 0 (4.15)
681 N 682 -

Driickt man nun noch ey durch €, aus, ergibt sich

8J(51,51(52)) . oJ oJ ) 882

= — 4+ — . —=0. 4.16
861 881 * 882 881 ( )
mit K — konst = 0 erhalt man
oK
oK oK Osgq (@)
K —konst. =0 = —d —des =0=—=> — = — . 4.17
ons Dz, €1+ D, €2 92, (g—K) ( )
£2
Setzt man nun (4.17) in (4.I6) ein, folgt
OK
or g (#) _, (419
e ()
Aus dem oben definierten Funktional J* erhilt man
J*y(x)] = J*(e1, €2)
aJ* _ aJ oK __ oK
Fer = i~ Mooy =0 o _ o (B) _ (4.19)
oJ* 0J 0K Oeq Oeg :
852:8_32_/\3—62:0 (%)

Durch Umformumg nach A konnte man selbiges aus obigen Gleichungen elimi-
nieren und somit die Gleichung erhalten, die man auch auf dem ,,normalen“ Weg
erhalten hétte.



4.2. HAMILTON’SCHES PRINZIP 43

4.2 Hamilton’sches Prinzip

4.2.1 Lagrange’sche Gleichgungen 2. Art

Wir wollen noch einmal die Lagrange’schen Gleichungen 2. Art betrachten. Sie

lauten (s. [3.6])
d (oL oL
< g =1,2,...

dt (8(]@) 8ql 0 ! T ’f

Man kann leicht erkennen, dafl sie eine mit den Eulergleichungen vergleichbare
Struktur besitzen. Identifiziert man in (A7) £(q, ¢,t) mit F(y,y’,z), ¢ mit y, ¢
mit 3’ und ¢ mit x, so erhilt man

to
S = /E(q,q,t)dt = stationdr. (4.20)
t1

Das Funktional S nennt man ,, Wirkung*. Die Aussage, daf§ S minimal werden
soll nennt man ,,Hamilton’sches Prinzip“ oder , Prinzip der kleinsten Wirkung*.
Die Bewegungsgleichungen sind nun einfach die ¢(t), die die kleinste Wirkung
nach sich ziehen. (Die Bewegungsgleichungen sind die Eulergleichungen fiir £)

Eine wichtige Tatsache, die ebenfalls aus der Variationsrechnung stammt, ist,
da die Lagrangefunktion unbestimmt beziiglich der Addition einer beliebigen
totalen Zeitableitung ist, denn aus

Lo— L+ fan
=S5 — S+ f((Z(tQ),tQ) — f(l(tl),tl) =S + konst.

=konst

ergibt sich, dafl sich die Bewegungsgleichungen nicht &ndern, da eine bel. Kon-
stante bei der Variation von S verschwindet.
Beispiele zu diesem letzen Punkt:

e Galileitransformation mit konstanter Verschiebungsgeschwindigkeit v
F=7 47

Die Abstédnde |7, — 7,| der Teilchen sind invariant, was ein invariantes
Potential zur Folge hat. Die kinetische Energie ergibt sich zu
m 2 m
2

: 2 o
P — 27+ mrv+ 20°

£—>£+mm'?+%z72=£+%(mﬁ7+%ﬁ2-t)

=f

Daraus ergibt sich (s.o.) die Invarianz der Bewegungsgleichungen.
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e Fichinvarianz im elektromagnetischen Feld:

Die Potentiale ¢, A sind nur bis auf eine ., Eichtransformation® bestimmt.

A=A4+VA ¢=0¢— %88—/2 (Eichtransformation) (4.21)
Die Lagrangefunktion ist ,,offensichtlich® nicht eichinvariant:
L NS O SER S L B )
2 c cdt ¢
- L+ %% (7, 1)

Damit ergibt sich wiederum die Invarianz der Bewegungsgleichungen.

4.2.2 Lagrange’sche Gleichungen 1. Art

Auch die Lagrange-Gleichungen 1. Art (s.[3.0]) lassen sich als Funktional darstel-
len. Man hat wieder eine Nebenbedingung

Ja(z,t) =0, a=1,2...,R
to R
= S*(v,\, 1) = [[L(z,3,1) + X Aa(t)galw,t)]dt
a=1

t1
Nimmt man jetzt die ,,unbeschrinkte Variation“ von S* vor, ergibt sich

05*

m = 0=ga(t)

05* d (oL oc & 09
pu— O = — — —_— —_— Aa - —_——
5z dt(@:&) (8:c+az:1 a;c)
Zu der Lagrange-Gleichung 2. Art ist also einfach ein Zusatzterm, der den Zwangs-
kréaften (s.[3.1]) entspricht hinzugekommen.

4.3 Noethertheorem

Das Noethertheorem wird uns in die Lage versetzen, aus Symmetrien des Sy-
stems versch. Erhaltungsgrofien zu bestimmen. Es wird eine allgemeine Klasse
von Symmetrieoperationen bzw. -transformationen betrachtet:

v, — i =ux;+eV(x,d,t)

t — t'=t+ep(x,i,t) (4.22)
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Dabei soll € eine infinitesimale Grofie sein (die sich dann spater gut zum Ent-
wickeln eignet).

Beispiele:
e Zeittranslation: t* =t +¢ ==z
e riumliche Translation: zf = z; + ¢, (i || Z) =t
e Galileitransformation: ™ =r+4+¢c-0 -t tr=t

e Drehung: ™ =r+coxr "=t

Es folgt ein Vergleich der transformierten Wirkung
t5
S* = /E(:p*,x’*,t*)dt*
t*

mit den transformierten Randbedingungen
T (t;) = :ci(t;) + €\I!i(:c(t;)7x(t;),t;)

mit der ,normalen“ Wirkung S. Falls S* = S gilt, ist die Wirkung invariant unter
der betrachteten Transformation (V;, ¢) und es gilt dann

05* d
e 0 = es ex. eine Erhaltungsgrofie @ : EQ(x,x’, t)=0 (4.23)
5
Um nun S* mit S vergleichen zu kénnen, benutzt man (4.22) und erhélt
to
dx* de*
s = fre S S
@ ) @

Taylor dx d * dIL‘* * dt*

t1

Daraus erhélt man leicht, daf, sofern S* = S gelten soll, der hintere Teil ver-
schwinden muf, also

d dx* dt*
ST=5= R {ﬁ <x*, d—f*’ t*) T }50 =0 Invarianzbedingung (4.25)
gelten mufl. Die Ableitungen ergeben sich aus
dt* 4 22 d(p dt 1 entw. d(p
=" 1l4e— =—— & 11—+ 4.2
dt LR T T g “at (4.26)
dx? dey dt (4.22),4.26) ( dz; dep dep
- ‘. A M I (I
v e der <dt+€ dt)( “at
d dz; d
= ditetog P (4.27)

dt dt dt
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Setzt man nun (4.26) und (4.27) in (4.25) ein, ergibt sich

o d dw . doy do
0 = ds{£<xl+€qjl’xl+8dt ET; dt,t—i—ap) <1+5dt>}0
oL N dx; de 8£ de
a Zzla it Z (dt dﬁE) a0 Pt
G4 d (X ac oL .\ dp  OL
.- N Ea) 2 il 4.2
dt (Za T\£ ;%xz a o (4.28)

Die Summenzeichen entstehen aufgrund der Tatsache, dafl man die Lagrange-
funktion nach allen z; differenzieren mufl. Mit Gl. (8.7) (mit 0L/0t # 0):

AL _oL A (KoL
dt ot dt\& 0w

(2

erhélt man somit letztlich mit obiger Gl. und (4.28)
d ac N.ooc
; L-S =4 =0 4.29
il v (e ) e 120
womit wir also eine zeitlich konstante Grofle, also eine Erhaltungsgrofle ,, konstru-
iert haben:

LQ(z,2,1) =0

N
— Q= z 2L + (c > oe x) - = konst (4.30)

Beispiele

e Homogenitdt der Zeit (d.h. Invarianz des Systems gegen zeitliche Verédnde-
rungen, die z.B. bei einer zeitlich oszillierenden dufleren Kraft nicht mehr
gegeben ist).

Die Symmetrioperationen (4.22)) ergeben sich in diesem Fall also zu

Vr=t+e=p=1
v, =x;, == V; =0

Damit erhélt man also geméfl Gl. (4.30) die Erhaltungsgrofie

m Y ooc
— Q=L- Z@xl

Setzt man konservative Kréfte voraus, so gilt
N
L=T-U=Y%2i?-U = Q=T-U-2T=—(T+U)=-F
i=1

Demnach ist also die Energie des Systems eine Erhaltungsgrofle, es liegt
Energieerhaltung vor.
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e Homogenitidt des Raums: (Betrachtet wird eine Verschiebung in x- Rich-
tung).
Damit erhélt man folgende Symmetrieoperationen:
Ty =1Tp + €T =V, =1 Vv, =0,=0
t" =t p=0
Damit ergibt sich die Erhaltungsgr('jﬁe
=" Q= Z = png = Py = konst
8xn —
Es liegt also Impulserhaltung in xz-Richtung vor.

e Isotropie des Raumes, Invarianz gegen Drehungen (Drehung um Achse w):
Die Symmetrieoperationen lauten

Daraus ergibt sich die Erhaltungsgrofie
N 8,C N X . R A .
Q:Zaxg '\Iji:zpi'@kl‘wkl‘xl:p(WXF):w(TXZT):wxL
i=1 93 i1

Damnach bleibt also die Dehimpulskomponente in Richtung der Drehachse
erhalten.

4.4 Erweitertes Noethertheorem

Das erweiterte Noethertheorem besagt, dafl schon die Invarianz von 6S ausrei-
chend fiir die Existenz einer Erhaltungsgrofie ist. Damit ergibt sich aus

55* =05

4 {ﬁ(:c*, e ,t*)(gﬂ = & f(z,t) Invarianzbedingung, (4.31)

daBl bei der Variation der Wirkung eine vollst. Zeitableitung verschwindet.
Beispiel: Galileiinvarianz

f*—*+sat:>\17 :t@wpzo
41 = Zmnrn <M R)

Die Invarianzbedingung ist erfiillt, somit erhélt man die Erhaltungsgrofie

Q= Z—\D = M(Rt R)-a:konst.
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Kapitel 5

Zentralpotential

In diesem Abschnitt werden nur Potentiale betrachtet, die Kréfte ,,erzeugen®, die
nach innen zu einem ,,Zentrum® gerichtet sind.

I Achtung: teilweise sind die reduzierten Massen p und die ,,normalen“ Mas-
sen m verwechselt worden !!!

5.1 ZweikOrperproblem

Man nehme zwei Massenpunkte der Massen my, ms. Die Lagrangefunktion im
Zentralpotential lautet dann

L= L7, 7,7, 1) = 5 + 5 = V(I = 7)) (5.1)
Dabei wird davon ausgegangen, daf3 die Lagrangefunktion nicht explizit von der
Zeit abhéngt.

Setzt man diese Lagrangefunktion nun in die Lagrangegleichung ein, so wiirde
man sechs Differentialgleichungen 2. Ordnung erhalten, welche sicher in den mei-
sten Féllen nicht sehr einfach zu losen sind. Aus diesem Grunde ist es meist
niitzlich die vorhandenen Symmetrien des Systems zu erkennen und auszunut-
zen. Da wéren

1. Translationssymmetrie im Raum
’f_"l—>7?1+6 772—>772+6
aus dieser Symmetrie folgt die Erhaltung des Gesamtimpulses P.

P= mlﬁ + m27'72 = konst. P = MR.

Damit hat man das Zweikorperproblem auf eine , effektives Einteilchenpro-
blem* zuriickgefiithrt (man hat also die Anzahl der Dgl. auf 3 halbiert).

49
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2. Rotationssymetrie (bei Drehungen um Achsen, die durch den Schwerpunkt
gehen (da V' kugelsymmetrisch fiir Drehungen um den Schwerpunkt ist)).

Es folgt somit die Erhaltung des Relativdrehimpulses (Drehung um gemein-
samen Schwerpunkt). Aus L = konst folgt, da3 die Bewegung der beiden
Teilchen (des effektiven einen Teilchens) in einer Ebene liegen muf}; die
senkrecht zu L liegt.

Damit hat man von den drei Dgl. nur noch eine einzige iibrig (sofern man
,verniinftige“ verallgemeinerte Koordinaten wihlt), die aber noch eine Dgl.
zweiter Ordnung ist.

3. Zeittranslationssymmetrie. Es folgt also, wie in den vorigen Kapiteln be-
schrieben die Energieerhaltung und damit erhélt man dhnlich wie beim
eindimensionalen Massenpunkt eine Dgl. 1. Ordnung fiir die radiale Kom-
ponente.

Die oben aufgezéhlten Schritte wollen nun im Einzelnen besprochen sein.
1) Um ein ,effektives Einteilchenproblem* zu erhalten, muf} eine Variablentrans-
formation durchgefithrt werden, es miissen Schwerpunkts- und Realtivvariablen
eingefiithrt werden:

Schwerpunktsvariable
R ! (M7 + mats) ! S muf
= ————— (M Ty +maors) = — Y myuT;
e G 2T M2

Aufgrund der Impulserhaltung ergibt sich fiir die Bewgung des Schwerpunkts
folgende Bahn

R(t) =yt + Ry

Relativvariable

—

T_"Z:’l?l—?"g

Mit diesen beiden Variablen lassen sich nun die eigentlichen Variablen darstellen

durch

=7 = §+%F _’2:R»—M17’_”
. 2 . 2
my -2 Mg -2 my (5 Mo mo (5 M-,
=7 = TR R = (R )+ (R )
M~2+1m1-m2 -2
= — = r
2 2 M
——
=p

mit der ,reduzierten Masse® = (myms)/(my + ma).
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Man erhélt somit als Lagrangefunktion
L(R,7,7) = —R + B2 V() = Lo(B) + Lo(F, 7).

Man kann erkennen, daf3 die Variablen Rund 7 ,separiert® oder ,,entkoppelt*
sind, was fiir den weiteren Verlauf (Aufstellen der Bewegungsgleichungen) natiir-
lich nur von Vorteil sein kann, da bei der Ableitung nach der einen Variable die
Komponenten der anderen vollstdndig verschwinden.

Bedenkt man jetzt noch (wie oben gezeigt), daB sich der Schwerpunkt des Sy-
stem geradlinig mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, kann man zur Losung der
Bewegungsgleichung diese Bewegung aufler Acht lassen und somit die , restliche*
Bewegung in diesem mit konstanter Geschwindigkeit bewegten Inertialsystem be-
trachten. Daher setzt man erst einmal:

R=0

zur Vereinfachung der Rechnung.
2) effektives eindimensionales Problem durch Ausnutzung der Konstantheit des
Relativdrehimpulses (z-Komponente).

-

L=7Fxp=m-7x7=konst. = (0,0,1)

Durch geeignete Drehung des Koordinatensystems kann man den Drehimpuls
immer durch die z-Komponente ausdriicken, die im Weiteren mit [ bezeichnet
wird.

Man hat also aus der dreidimensionalen Bewegung durch eben diese (evtl.
nicht notige) Drehung des KS eine zweidimensionale Bewegung in der x, y-Ebene
ausgedriickt. Es gilt also

z2(t) =0 fiir konstanten Drehimpuls in z-Richtung

Durch Einfithrung von Polarkoordinaten (s. Abschnitt ergibt sich die La-
grangefunktion zu

K, . .
L=73(0"+0%") = V(o)
Dabei wurde die z-Koordinate bereits weggelassen.
Aus der Existenz der Erhaltungsgroe (Drehimpuls 1) ergibt sich weiterhin

. : !
l=po’p = o= — (5.2)

Ho
An dieser Stelle ist Vorsicht geboten, da man dieses ¢ noch nicht in die La-
grangefunktion einsetzen darf, sondern erst die Bewegungsgleichungen aufstellen
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muf}. Erst dann kann man das ¢ in den erhaltenen Bewegungsgleichungen mit-
tels der obigen Gleichung eliminieren. (Das hidngt damit zusammen, dafl beim
partiellen Ableiten evtl. Fehler entstehen, da nach dem sofortigen Einsetzen die
partielle Ableitung nach der eliminierten Variable verschwinden wiirde.) Fiihrt
man diese Uberlegung nun aus, so ergibt sich

d (0L _ ,, = _ 0L __ 22 ov

E(aé)_ﬂg—ag—ﬂg(p ~ Be
1 . l2 oV o l2
== m =5 =5 (e V)

Fiihrt man jetzt das ,effektive Potential“ ein
l2
240

12/(2u0*) nennt man ,Zentrifugalpotential“, so ergibt sich die Bewegungsglei-
chung zu

Ve ==V (0) +

2
— = 5 (Vaale) it Vie = V(@) + 5
Man hat also durch die Einfithrung von Polarkoordinaten und das darauffol-
gende Eliminieren einer der beiden Koordinaten eine eindimensionale Differen-
tialgleichung erhalten, die man nun mit dem Energiesatz noch in eine Dgl. 1.
Ordnung iiberfiithren kann.
3) Ausnutzen des Energiesatzes

E = T+V =350 +0¢")+V
)

= 50 + Veg(0) = konst.

Mit diesem Ansatz erhdlt man nun analog dem eindimensionalen Problem in

Abschnitt 2.2]

% _ \/%(E — Ver(0))

o(t) 4o
—t—ty= [ —IL
o(to) \/ Z(E=Ver ("))

Aus diesem Integral ergibt sich dann (sofern man auf irgendeine Art und Weise
eine Losung erhélt) sofort die Bahnkurve p(t) aus der Umkehrfunktion.

Mit Hilfe der Drehimpulserhaltung ergibt sich aus dem oben implizit
erhaltenen o(t) die Winkelabhéngigkeit

dp _dp dt _ 1 | 1
do = dt  de T pe?

= o(t) —plto) = | 0n ————dd (5.3)
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Diese beiden Integrale sind also wieder als ,,vollstandige® Losung des Problems
anzusehen, da man evtl. mit Computern fast jedes Integral zumindest numerisch
beliebig gut anndhern kann.

Es fehlt somit nur noch die Diskussion der Losung, die wiederum &hnlich wie
die bei dem eindimensionalen Problem in Abschnitt 2.2] verlauft.
1. Beispiel Es sei z.B. das Potential aus Abb. [5.1]gegeben. Die Randbedingungen

Vers(o)

l2
2mp?

Omin  Omax 0
FE N\

ISH

Abbildung 5.1: Teilchen im effektiven Zentralpotential, welches sich aus dem ,,nor-
malen“ Potential und dem Zentrifugalpotential additiv zusammensetzt

lauten (V' (o) ~ % vorausgesetzt ):

lim V() =0;  V(e)<0;  limg®-V(e)=0

— 00 o—

Der 1. (interessante) Fall E' < 0 ist in Abb. [5.1] eingezeichnet. Man erhélt wieder
eine finite Bewegung, zwischen den beiden Umkehrpunkten. Es handelt sich also
wieder um eine periodische Bewegung von o(t) mit

Omin S Q(t) S Omaz

Betrachtet man diese Bewegung von oben (Blick auf die z, y-Ebene, so mag das
Bild wie in Abb. [5.2] aussehen. Dabei ergibt sich der Winkel, um den sich die
Spiralbahn nach jeder ,Schwingungsdauer® gedreht hat als

Omaxzx

[ 1
Ap =2 — do’
/ ne® \J2(E —Vig(0))

Omin

Der Faktor 2 vor dem Integral ergibt sich aus ,Zeitumkehrsymmetrie®, welche
einfach besagt, dal (bei vielen Problemen) es nicht darauf ankommt, in welche
Richtung man eine Strecke durchlduft. (Hierbei bedeutet das einfach, dafl die
Wechselwirkung in einer Richtung genauso ,,funktioniert* wie in die andere Rich-
tung.)
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Abbildung 5.2: Bahn eines Teilchens im Zentralpotential von ,,oben* betrachtet

Geschlossene Bahnen ergeben sich nur, falls die Bedingung
AQO:H-QTF (m,n € N)
n

Im allgemeinen sind aber diese Bahnen nicht geschlossen.
2. Fall: Im Falle £ > 0 und einem abnehmenden Abstand kommt es zur Streuung
des Teilchens (s. Abb. [5.3) Den Streuwinkel © kann man wie folgt berechnen

|

Abbildung 5.3: Ein ,,durchfliegendes“ Teilchen wird aufgrund der Wechselwirkun-
gen im Zentralpotential aus seiner Bahn gerissen, also gestreut

T 1
T—0 =2 — do’
/ pe \/%(E_Veff(g))

Omin

Nun wollen wir einige Symmetrien bei der Streuung betrachten. Es ist zu
zeigen, dafl die Bahn beziiglich der Verbindungslinie o,,;, Ursprung symmetrisch
ist.

Dazu wahlt man den Zeitnullpunkt so, dafl

T+ 0
2

0(0) = Omin; 0(0) =

gilt. Dann erhélt man

Omin 1 Q( _t)

P 1 ,
oo g(—/t) \/%(E—Veff(@))dg - / i

Omin
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o(t)

o(=t)
SR 2<E—1veﬂf<g'>>dglz"'
- - / o T~ e w0

= p(=t) = 2@@(0)—30(15)

Somit folgt also die Symmetrie der Bahnbewegung (irgendwie).
2. Beispiel Vorgegeben sie ein Potential der Art wie in Abb.[5.4] Dann folgt eine

Verr

Abbildung 5.4:

elliptische Bahn (s. weit unten).
3. Beispiel Ist folgendes Potential (Abb. 5.5) vorgegeben, mit

0*- V(o) <0 fiir p — 0,

so stiirzt das Teilchen bei Energien kleiner Ve q. in das Zentrum des Potentials.

Abbildung 5.5:
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5.2 Kepler-Problem

Gegeben sei ein Potential der Bauart

V(r):=—

a
r
(zuziiglich des Zentrifugalpotentials). Es bestehen zwei Moglichkeiten ein derar-

tiges Potential (welches durch Photonen-Wechselwirkung entsteht) zu realisieren

e Gravitations WW: a@ = G - my - my (G Gravitationskonstante). Hierbei
handelt es sich um ein anziehendes Potential.

e Coulomb-WW: o = —¢q; - ¢q2, welches je nach Vorzeichen der Ladungen
abstoflend oder anziehend sein kann.

Unter Beriicksichtigung des Zentrifugalpotentials erhilt man also, unter Einfiih-
rung von Polarkoordinaten, als effektives Potential

l2

a
Ve = —— + 57—
Yoo 2o
Somit erhélt man aus (5.3)
o
z 1 ,
¢ =0+ / - ———do
0 V2o \/E T e

Dieses ,elementare” Integral 16st man durch Substitution von 1/¢' und erhalt
(wenn man noch ¢y = 0 setzt)

{ Qo
7)

@ = arccos(— — [
0

Setzt man nun
2 _ El?
o ' pa?’
erhalt man

2y
¢ = arccos(<—)

= E=1+cecosyp

Letzt Gleichung beschreibt die Bahn einer Ellipse, fiir € < 1, mit €, der Exzentri-
zitat der Ellipse. In kartesischen Koordinaten ergibt sich diese Ellipse mit

0= VETT  conp= i
p=Vr*+y’+e-x
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zu
X a62
| (5.4)
mit a := 1fe2:ﬁ b:= 113_62

Allgemein ergibt sich f. (5.4]) folgendes:
e>1,F >0 = Hyperbel

€ >1,F =0 = Parabel

e<1,EF <0 = Ellipse

2 .
e=0,F=—-E55 = Kreis

Brennpunkt

)

Abbildung 5.6: Ellipse mit Brennpunkt im Ursprung

5.2.1 Kepler’sche Gesetze

Die Kepler’schen Gesetze ergaben sich aus der Beobachtung der Planeten, die
um die Sonne laufen, sofern man diese jeweils als Zweikorperproblem auffait. Es
werden wieder nur die Schwerpunkte betrachtet und man setzt

— — — —

2 = T'Sonne = 0 1 = T Planet — T
Somit erhélt man folgende Formulierung der Kepler’schen Gesetze

1. Kepler’sches Gesetz Die Planetenbahnen sind Ellipsen mit der Sonne in
einem Brennpunkt. (Dieses Gesetz wurde bereits weiter oben verifiziert).

2. Kepler’sches Gesetz Der Fahrstrahl (Verbindungslinie Planet-Sonne) iiber-
streicht in gleichen Zeiten gleiche Flidchen. Diese Tasache ergibt sich aus der
Drehimpulserhaltung (s. Abschnitt [2.3))

dF 1 ,dp t
—— = -p°— = — = const.
a 2% a2

[ ist die z-Komponente des Drehimpulses.
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3. Kepler’sches Gesetz Die Quadrate der Umlaufzeiten T' verhalten sich wie
die Kuben der groflen Halbachse a.

Betrachtet man die Flache, die bei einem Umlauf tiberstrichen wird, so
erhélt man sie aus

T
dF [
F(T) = [—dt=T— = rab
J dt 2u
2:“’ 2 P 2 pQ
—r - (e ()
l T 1 —¢€2 1 — €2
——
—=a2 =a-p
4 2
_ 7T/ﬁass
«

Dabei bedeutet p allerdings die reduzierte Masse, welche nicht fiir alle Pla-
neten gleich ist. Allerdings kann man die Planetenmasse gegeniiber der
Sonnemasse vernachlissigen und erhélt somit fiir die Proportionalitétskon-
stante

472 9 My - Mg 1 4

— =7 ~ = const.
a my+ms G- (mp,+mg) G-mg

Somit ergibt sich das 3. KG:

Ag?
"= _——— =K d
G'mSonne

Abweichungen von den Kepler'schen Gesetzen ergeben sich aufgrund der hier
vernachlissigten Gravitationswechselwirkungen der Planeten untereinander, re-
lativistischer Effekte und des Quadrupolmoments der Sonne (die Sonne ist nicht
rund und nicht homogen und kann demnach eigentlich nicht als Massenpunkt
betrachtet werden), welche eine Periheldrehung hervorrufen (das Perihel ist der
sonnendchste Punkt der Ellipse).

Um diese Periheldrehung mathematisch fassen zu konnen, wird die sog. Sto-
rungstheorie angewandt. Man betrachtet eine kleine Stérung der Bahn (z.B. her-
vorgerufen durch ein 3/r*-Stérpotential und entwickelt dann nach dieser kleinen
Storung

Im weiteren wird jetzt der Fall £ < 0 und € < 1 beteachtet, also der Fall
der Ellipse. Wir hatten herausgefunden, dafl man die Ellipsenbahn, die z.B. ein
Planet um die Sonne beschreibt durch folgende Parameterdarstellung darstellen
kann

0—a = —aecos§ (5.5)
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mit dem Parameter £. Wir benétigen im weiteren Verlauf die folgenden (oben
benutzten Beziehungen bzw. Abkiirzungen)

l2

P=a | = Komponente des Drehimpulses
1+ iEal; a = 15)62

Die zeitliche Abhéngigkeit ergab sich (s.0.) aus folgendem Integral

do’

0/\/ 2(F — Veg) dd' = VQ‘E| 0/\/ 0 f‘
0 £
[ u | pa’
= 25| 0/\/a R =\ 0/1—ecos§
==t = \/M—ag(ﬁ—esinf)
a

Somit haben wir also einen Zusammenhang zwischen dem Parameter £ und ¢
gefunden. ¢ wichst also monoton mit &.
Die Gleichung

0=a(l —cosf) (5.6)

ergibt sich aus (5.5) und wird unten benotigt.
Fiir die Winkelvariable ¢ ergibt sich ndmlich

d 3 1
dt  pu d£ s a2 1 —ecosé

_ 1 dt
=,/B=v1-¢2 =7

Durch Integration erhélt man nun

(1 —¢)tan (%)
(&) = 2arctan ( —a )

Wir haben also als Ergebnis erhalten, dafi ¢ periodisch in £ mit der Periode 27
ist.

Betrachtet man nochmals Abb. [5.2] so ergibt sich eine geschlossene Bahn
bereits nach einem Umlauf. (Die zugehorigen Bedingungen sind, wie man leicht
iberpriifen kann, erfiillt).

Fiir ein abstoBendes Potantial (Coulomb-Potential mit gleichnamigen Ladun-
gen) ergibt sich

Vi) =+5 (@>0: p——p
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Mit diesen Grofien erhélt man nun analog

~ P —T1+eccosy o—p+m

Obige Gleichung beschreibt eine Hyperbel mit der Asymptote

1
o = pPMmarccos —
€

5.3 Runge-Lenz-Vektor

Bei einem —a/r Potential ergibt sich der sog. ,,Runge-Lenz-Vektor“ zu

|~

A=FxL—a- (5.7)

Dieser Vektor ist, wie im Weiteren gezeigt wird, eine Erhaltungsgrofie und zeigt
in Richtung des Perihels, der kiizesten Verbindung des Brennpunkts einer (oder
besser der) Ellipse zur Bahnkurve.

=L

Den Beweis, da§ A eine Erhaltunggsgrofle ist, erbringt man, indem man ihn
einfach nach der Zeit ableitet und schaut, ob diese Ableitung verschwindet.

W L
x4 rxL-al—--"""") L0
| 73

— L (L)

Das Produkt 7 x L verschwindet, da die Zeitableitung des Drehimpulses ver-
schwindet (Drehimpuls ist eine Erhaltungsgrofe). Warum das mit den Vorzeichen
so funktioniert, steht in den Sternen.

Um die Richtung, in die der Runge-Lenz-Vektor zeigt, berechnen zu kénnen,
wird folgende Voriiberlegung benétigt:

Das letzte Gleichheitszeichen ergibt sich aus der Drehimpulserhaltung.
Somit ergibt sich A zu

o 12
Azi(——a)ziea
1o

Somit folgt, daf3 Ain Richtung des Perihels zeigt.
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Da wir gelernt haben, dafl sich die Erhaltungsgroflen aus Symmetrien, bzw.
Symmetrietransformationen des Systems ergeben, 148t sich auch der Runge-Lenz-
Vektor aus einer solchen herleiten. Wir wollen nun umgekehrt anhand der Exi-
stenz des Runge-Lenz-Vektors diese Symmetrietransformation verdeutlichen.

~ A folgt aus Invarianz gegeniiber der Transformation

vy = mi+e(npdi —vity), k=1,2,3
o=
= U = (zpd; — zid), p=0

Wir betrachten nun wieder die Anderung der Wirkung

dt 4

oL __ av . SR
e, = “ows Mo E= =)

05t =08 = & (L98) =3 (2w + 2L

v
oxy,

i i

/JJ\IJZ = ILL(LCkiCZ + Xpr; — ;T — LIZ’Z.%'k) = —:cka—xi +x;

Im Zentralpotential:

. oV 1
58 _552_3__(

- —£ .
- 2.8
il G ] xk) (5.8)

Es stellt sich nun die Frage, ob es ein Potantial V(r) gibt, so daB §S* — S =
LF®(7) = 0 erfiillt ist.
Ansatz:

(k) 7 ;
fOF) = gr) - = S = 5t T+ g

ov
9="%

109 10 (pyov _ v o 1ovBE_1ov
ror ~ ror or Or2 ror r Or
:}%V:%:}V(’r’):_g

r r

Wir haben also eine Funktion f gefunden, die eine Zeitableitung des Wirkungs-
unterschieds ist, so daf§ ein —«/r-Potantial entsteht.

5.4 Streuung

Eine Beschreibung und Herleitung des Steuungsphdnomens wurde bereits im Ab-
schnitt ,, Zweikorperproblem® (5.10) gegeben.

Sei z.B. die Situation aus Abb. vorgegeben (wobei der Azimutwinkel ¢ fiir
nicht-kugelsymmetrische Probleme von groflerer Bedeutung ist). Den Abstand
des Teilchens von der Achse nennt man Stolparameter s.
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Detektor

%Raumwinkelelemtent dQ
32 TN
=—% s '

e

<

Target

Abbildung 5.7: Streuung eines Korpers an einem ,, Target*

Dann ergibt sich der , differentielle Wirkungsquerschnitt“ zu

do _Anzahl der getrennten Teilchen pro Zeit und df2
dQ * Anzahl der einfallenden Teilchen pro Zeit und Fliche

Die Dimension des Wirkungsquerschnittes ist die einer Fléche.
Man definiert die Stromdichte der einfallenden Teilchen als
ANy
- AtAF

Die Zahl der in Richtung des Raumwinkels (6, ¢) gestreuten Teilchen An ergibt
sich (irgendwie) zu

do 1 AN©)
dQ  1dQ At

Die Definition des Raumwinkel(element)s lautet:

dr
dQ = S i sin(#)dfde

(Das zweidimensionale Analogon des Raumwinkel ist der ,normale Winkel“, das
Analogon der Fliche ist die Bogenlidnge.)

Fiir ein kugelsymmetrisches Streuobjekt ist der Wirkungsquerschnitt nur vom
Streuwinkel @, nicht aber vom Drehwinkel ¢ abhingig

do , do .
0 £ E(gb) f. Kugelsymmetrie

Der ,totale Wirkungsquerschnitt® ergibt sich durch Integration zu

- _/ 740 = /(/sme—de) d¢

Einige Gréenordnungen von Wirkungsquerschnitten:

2 Atome o~ 10A2 = 107192
2 Nukleonen o ~ 10728m2 =1 barn = 1 Scheune
2 Photonen ¢ ~ 10736m2
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Im Weiteren wollen wir nun versuchen, einen Zusammenhang zwischen dem
Wirkungsquerschnitt und dem StoBparameter (s.o.) herzustellen.

Es ist rein anschaulich klar, dafl der Streuwinkel 6 eine Funktion von s ist und
es gilt auch die Umkehrung

~ 0 =6(s) & s =s(0)
Weiterhin ist s auch ein Maf fiir den Drehimpuls [.
[ =|F X Pl =muy - rsinf = muys = vV2mEs

Es steht einem frei, an welcher Stelle man diese Grofle [ berechnet, da sie einer
Erhaltungsgrofe, also konstant ist. Geschickterweise nimmt man einen moglichst
einfachen (hier ,unendlich“ weit entfernten) Punkt, an dem man [ somit leicht
berechnen kann.

Die Anzahl der Teilchen mit dem Stofparameter s ergibt sich zu

27 / 0+d6 d
. / e
/(/ sin@ -1 - de@)d¢
0 6

do
= 2m[sin 9—(9)d8

dQ
% l d(7TS2)
dd| |2mxdcosd

I-2rsds =™

do s

— d7§2<0) sin

Berechnet man nun mit folgender Formel (s. Anfang Zentralpotential) die Win-
kelabhéngigkeit

2

e / 2/Q V(o)/E

2m, 02 Omin

1
/V_g VE=V(o) -

Omin

Der minimale Abstand im Verlauf des Streuungsprozesses Omin €rgibt sich, indem
man den Nenner des hinteren Integrals = 0 setzt.

Wir haben also nun erhalten (mit 6 = 7 — 2¢py), da8 6 = 6(s) ist, sofern man
in den vorderen Ausdruck das Integral einsetzt.

Wir kommen nun zu einem wichtigen Spezielafall der Streuung:

5.4.1 Rutherford-Streuung

Rutherford hat auf eine diinne Goldfolie a-Teilchen geschossen und diverse Be-
obachtungen angestellt.

Da wir das Kepler-Problem bereits gelost haben und in diesem Fall ein solches
vorliegt mit dem Potential

VAR
e 7y =2 Zy=T9
T

Vi(r) =
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ergibt sich sofort, dafy die Bahnkurven Hyperbeln sein miissen, die sich (s.o.) wie
folgt beschreiben lassen

3;: —1+e€ecosyp

p:ni_; e:W:wle(%ES)Q;l

Der kleinste Abstand ergibt sich bei ¢ = 0 zu

e—1

Fiir den Fall o — oo ergibt sich die Asymptote

1 2 1

g—>oo:>cosg00:%:\/

o = 3(m—0) —

tan g = 22, s & 55 tan (”Te) = 55 cot(0/2)
ds| _ o 1 1
df| T 2E 2sin?(0/2)

Somit ergibt sich fiir den Wirkungsquerschnitt

ds
dé

do s

dQ >:sin9

(a1 cot(0/2) 1
B (ﬁ) 22sin(6/2) - cos(A/2) sin?(6/2)

FaBt man dies ein wenig zusammen, ergibt sich der ,Rutherford’sche Streuquer-
schnitt®:

do _ (Z1-Z2¢2\2 1
aQ — 4FE sin?(6/2)

Abb. 5.8 gibt den R-W(Q graphisch wieder. Dabei sind folgende Punkte erwéahn-

abgeschirmtes Potential

6

Abbildung 5.8: Der Rutherford’sche Wirkungsquerschnitt als Funktion des Streu-
winkels 0

entswert

1. Fiir eine gewisse Anzahl von Teilchen ergibt sich eine Reflexion (Streuung
um den Winkel 7), eines sog. ,, Riickwértsstreuung*.
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2. Der Wirkungsquerschnitt dd—g divergiert fiir # — 0, was eine Folge der ,,Lang-
reichweitigkeit* des Coulomb-Potentials ist.

Betrachtet man allerdings den praktischen Fall des abgeschirmten Potenti-
als (abgeschirmt, weil die entgegengesetzten Ladungen (Elektronen in der
Hiille) die eigentlichen Streukérper (Protonen) nach auflen hin ,abschir-
men“):

Vabg. (1) = % -exp(—r/r9)

mit ro dem Abschirnradius (hier der Radius der Atomhiille), so ergibt sich
keine Divergenz (s. Abb. [(£.8)

3. Der totale Wirkungsquerschnitt o divergiert, da

— OO

do 71 7o\ ? 7 dcosf
e St e (B2 ]
Tt T T e ) ) sin(072)
Man erhélt also eine ,,wahnsinnig starke Divergenz“ (wegen der dritten
Potenz, die nach dem Integrieren im Nenner entsteht).

5.4.2 Transformation ins Laborsystem

Um das Problem des Zentralpotential 16sen zu kéonnen, wurde das Zweiteilchen-
problem zum Einteilchenproblem reduziert.

In diesem Abschnitt wird nun wieder das Zweikorperproblem betrachtet und
zwar wird dem Schwerpunktssystem das Laborsystem entgegengestellt und vergli-
chen. In Abb. werden die beiden Bezugssysteme graphisch gegeniibergestellt.

o, ) ) / - B
7 Projektil o 1
*\ 7 N

Target 2, 7
T2 )
S

Laborsystem Schwerpunktsystem

Abbildung 5.9: Die Streuung zweier Teilchen im Laborsystem (links) und im
Schwerpunktssystem

Zu bemerken ist zu der Abb. noch, daf§ sich die beiden Streuwinkel nicht ent-
sprechen (6 # ¢'), im Schwerpunktssystem (SS) wird als Streuwinkel der Winkel
genommen, um den sich der Relativvektor 7= 7] — 7 dreht.
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In der folgenden Auflistung werden kurz die Unterschiede bzw. Definitionen

der beiden Bezugssystem gegeniibergestellt: (Die gestrichenen Groen beziehen
sich auf das Laborsystem, die ungestrichenen auf das Schwerpunktsystem).

Im Schwerpunktssystem werden Vorgénge (wie z.B. Streuung) derart betrach-
tet, dal man den Scherpunktsvektor festhilt (bzw. =0 setzt) und gleichzeitig den

Scherpunktsimpuls vernachlassigt
Schwerpunktsystem: R=0 P=0

Das hat dann zur Folge, daf§ sich der Schwerpunkt des Systems nicht verschiebt,

sondern fest im Urpsrung verankert bleibt. Durch Einfiihrung von Relativ- und

Scherpunktskoordinaten erhélt man fiir den Streuvorgang im Schwerpunktsystem

folgende Ausdriicke
T'=T1—Th
Fl == %F FQ == —%'F
Fl = %F FQ = —%F
s |ds
o

do _
~ ﬁ ~ sinf
Betrachtet man nun die analogen Beziehungen fiir das Laborsystem, so ergibt

)

sich
P' = my ¥, (—o0) R = % -t
- Ui(—00) + iz
do’
asy

g >3 — -
r, =R +7; T, =
Im Folgenden wollen wir uns damit beschéftigen, den Wirkungsquerschnitt (

des Laborsystems zu bestimmen.
Dazu wird erst einmal wieder der Zeitnullpunkt wie folgt definiert
7(0)] = Omin

M
T (—o0)

Es ergibt sich
7=""0 . (—o0) = L.
Mot M my

Aus Abb. B.10 ergibt sich mit diversen Winkelumformungen
__ wysinf (@) v1 sin 0
v1 cos f+v V1 COS 9+%

~ tan @ =
sin 0

cos 9+Z—;

= tan @’ =

Fiir die folgenden Uberlegungen benétigen wir den anschaulichen Zusammenhang
S

T=T1 =Ty
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t=—o0 t = +4oo E
171 ,&’/1
it N
—=I ’
U1 R 0 o'

-
Abbildung 5.10: Grpahische Darstellung der Vektorbeziehung @ (t) = R + (t)
fiir die Geschwindigkeiten des Projeltils im Labor- und Schwerpunktsystem. Der
linke Teil zeigt die Vektoren vor der Streuun (zum Zeitpunkt ¢ = —00), der rechte
nach der Streuung (t = 400).

auBerdem

7 (o0) = 7(~00) = i(—00) = i{-00) 2 i1 (~ox) (5.11)

Die Stromdichte (s.0.) des Laborsystems ergibt sich wie folgt

AN GID (AN -
I'= (Avl) (=) (AV) Flmo0) =1
Die Stromdichten sind somit in beiden Bezugssystemen gleich grofi. Die Gleichheit
beruht auch auf der Invarianz der Teilchendichte N/V bez. der Transformation

vom Schwerpunkt- ins Laborsystem.
Somit ergibt sich die Anzahl der gestreuten Teilchen zu

19827 sin 6df = 15727 sin 6’6’
do’ __ do . sinf dé do dcosf

dQ’ T dQ " sing’ d¢’ — dQdcosé’
Nun berechnet man zuerst mit (5.10)

(dtan@’ 1 d9’> 1+ Mcosd
A0 cos20' df ) my 2
cos (cos@+m—2)

—

und erhélt nun durch Einsetzen von df/d#’ den Wirkungsquerschnitt des Labor-
systems zu

(5.12)

do’  do (sind s 1
dQ  dQ \sin¢ 1+ T cosd
Betrachtung von zwei wichtigen Spezialfillen

(] m1<<m2

do’ do

— a0 A0
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® My = M2

/) sin® __ 2sin(0/2)cos(0/2) r_ 1
= tan6’ = cosf+1 2cos2(6/2) 0 = 29
. 3
s do’ _ do (2sin®@ cosf’ \° . 1
dQ T dQ < sin 0/ ) 2 cos? 6/
do’ __ 1. dopg _ op
= (& = 4cost' - Z(0=20")

Wendet man nun diesen letzten Fall auf die Rutherfordstreuung an, so ergibt sich
der Rutherford’sche Wirkungsquerschnitt im Laborsystem zu

do’ AR AR 2 cos2 ¢
— = . 5.13
de’ < 2F sint ¢’ ( )
Die Energie im Laborsystem ergibt sich (angeblich) zu

?

FE =

(GRS

: 1
Fi(—00) = 5 -7

Da stellt sich die Frage, wo die Energie geblieben ist (Eyes = %El) ?! Vermutlich
liegt dafl an der Vernachlassigung der Schwerpunktsbewegung.

Energiebetrachtung
Die folgenden Erhaltungsgréfien sind bei unserem Problem ,, vorhanden® (jeweils
vor (ungestrichen) und nach (gestrichen) dem Stofiprze8):

e Impuls: py + po = P + ph

2 2 2 2
tae P10 Py _ P Py
i Energle' 2m1 + 2ms  2m1 + 2m1

Bildet man nun das Verhéltnis x der Impulse vor und nach dem Stof3

_n
P

X

und betrachtet die Anfangsbedingungen p, = 0, so kann man aus den beiden
Gleichungen oben (Impuls, Energie) pf, eliminieren.

2 /2 2 12
S Pi—py _ P1—Py 1mi4+me .2 1 / 1mi—mgo __
2ml 2m?2 ~ 2 mima x mQI’COSQ + 2 mims 0

Damit ergibt sich die Verlustenergie des Projektils zu

AE —sin? @', falls my = mo
= (22— 1) ={ O(my/my), falls m; < my
O(ms/myq), falls my > my

EI—OO
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Starrer Korper

6.1 Kinematik

Ein starrer Korper ist definiert als ein System von Massenpunkten mit festen
Relativabstédnden.
1) N Massenpunkte m,, in den Positionen 7, (n =1,..., N).
2) P — Trm| = Tnm = const

Die Punkte 1 und 2 ergeben 1N (N —1) Gleichungen, welche aber miteinander
verkniipft sein miissen, da die Anzahl der Zwangsbedingungen nicht proportional
zu N? sein kann, sondern sich aus folgender Formel ergibt:

Anzahl d. Zwangsbedingungen: Ry =3- (N — 2).

Dieser Wert 148t sich recht leicht verifizieren. Somit ergibt sich die Anzahl der
Freiheitsgrade zu

f=3N - Ry =6.

Das sind 3 FG fiir die Translationsbewegung des Schwerpunktes und 3 FG fiir
die Drehwinkel.

6.1.1 Winkelgeschwindigkeit

Man fiihrt zwei ,neue“ Koordinatensysteme ein. ein raumfestes Inertialsystem,
welches seine Lage, wie der Name schon sagt nicht dndert und ein korperfestes
Koordinatensystem, welches gegebenenfalls mit dem Kérper mitdreht und dem-
nach seine Lage gegeniiber dem Inertialsystem sténdig dndert. Die Bezeichnungen
werden im Folgenden lauten:

o raumfestes Inertialsystem: z,y, x; €, €y, ¢€..

e korperfestes Koordinatensystem: xy, xo, x3; €1, €s, €3

69
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Es sollte nochmals erwihnt sein, dafl die Achsen des KS nicht konstant im Raum
stehen, sonder mehr oder weniger interessante und komplizierte Kurven durch-
laufen konnen!

Die Lage des Ursprungs von KS in IS ergibt sich zu

To(t); Geschwindigkeit

Das KS dreht sich mit einer i.a. zeitlich variablen Winkelgeschwindigkeit oJj(t)

5(t) = @(t)i—f = O(t)w(t)

Beachte hier: sowohl der Winkelgeschwindigkeitseinheitsvektor, als auch der Be-
trag der Geschwindigkeit sind zeitlich variabel.

Abbildung 6.1: Die Anderung der relativen Lage des raumfesten KS eines starren
Korpers (1, 29, ¥3) beschreibt dessen Bewegung im Inertialsystem (x, y, 2), sofern
man noch die Anderung des Schwerpunktsvektors im IS beriicksichtigt ()

Es ergeben sich nach Abb. folgende Beziehungen

L . . . dr),
Tp = Tpi1s — To Up, 15 = Ug + —dt
KS

Wiéhlt man nun KS so, dafl

gilt, ergibt sich
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Es dréangt sich nun die Frage auf, ob & von der Wahl des Ursprungs in KS abhéngt.
Diese Frage l&8t sich verneinen, da

T =Ty — a; Up1s = Uy + & X 7,
=Tyt d  Upgs = TUp+ W X T
~ U+ X1, + ' xd =1+ xdJ x 7, f. alle Pkte p
= J' =d.

6.2 Euler’sche Winkel

Um die Rotation eines Korpers besser beschreiben zu konnen, werden geeignete
verallgemeinerte Koordinaten, die sog. ,Euler’'schen Winkel* wie folgt definiert

(s. auch Abb. [6.2).

Abbildung 6.2: Zur Definition der Euler’schen Winkel ¢, 1, 0

o Winkel zwischen z-Achse und Knotenlinie K
¢ = Winkel zwischen K und z;-Achse (6.1)
0

Winkel zwischen z- und x3-Achse

Diese drei Winkel beschreiben die Lage des korperfesten Koordinatensystems
gegeniiber dem raumfesten Inertialsystem.

Jede Drehung des korperfesten KS (bzw. des Korpers) a8t sich mit diesen
Winkeln durchfiihren:

1. Drehung um z-Achse mit Winkel 1)
2. Drehung um z-Achse mit Winkel ¢ (6.2)
3. Drehung um z-Achse mit Winkel ¢
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Demzufolge ergeben sich die folgenden Winkelgeschwindigkeiten (es wird eine
Drehung um jeweils einen Winkel bei Konstanthaltung der beiden anderen be-
trachtet):

(D’w = -é3
g = 0-ék
(,_J¢ = ¢éz

mit den (geometrisch anschaulichen) Einheitsvektoren die sich wie folgt durch die
EV des des korperfesten KS ausdriicken lassen

€ = CosYeéy — sinéy (6.3)
é, = sing¢sinyé; + sinf coséy + cos bés '

Es ergibt sich also die allgemeine Zerlegung der ,normalen® Winkelgeschwindig-
keit w zu

& =Ty + Dy + Ty = O + P&, + hés (6.4)
Da man infinitesimale Drehungen vertauschen kann, ergibt sich
dp = Bdt = Bydt + FOdt + Gyt
und damit folgt also

. pé1 + qéy + 1é3 = (p,q,r) (korperfest)
W= { Wby + Wyy + w,€, = (Wy,wy,w,) (raumfest)
mit den Abkiirzungen p, ¢, r (folgen aus (6.3) und (6.4)):
p = @é; = (Yés + 0éx + ¢é.)é; = ¢psinfsiny + 6 cos v (6.5)
¢ = &éy=dsinfcost) —Osine (6.6)
roi= @és = ¢cosh 41 (6.7)

Mit Hilfe der Euler’schen Winkel lassen sich Drehungen in der Ebene durch
folgende Matrizenschreibweise darstellen:

/ .
z.B. Drehung in z, y- Ebene (x,> — ( CQS@D sin ¢ ) (x)
Y —siny cosvy y

bzw. Drehung um z-Achse in z, y-Ebene

x’ cosy siny 0 x

y | =| —siny cosy 0 Y

2z 0 0 O z
=D(2¢)

Mit diesen Bezeichnungen (D) ergibt sich somit die vollsténdige Drehung um alle
drei Euler’schen Winkel (also eine volle raumliche Drehung) zu

D(y,0,06) = D(z,¢)D(x,0)D(Z,¢)
(s. auch Gln. (6.2)).
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6.3 Tragheitstensor

Die kinetische Energie eines starren Korpers (mit N Massenpunkten ergibt sich

durch

T = Z mnfi JIS*

n= 1
Um die Rotations- von der Translationsbewegung zu trennen, setzt man nun
Tn = Tn,18 — To Mit 79 im Ursprung. Damit erhdlt man als ,, Geschwindigkeit®

—

Ty =

&l

X Ty == s = 70 + & X 7,
und somit
1 & P on (o = )2
T'=35 X ma(Ty+ 270 X 7o) + (& % 7)) (6.8)

Da man den mittleren Term umschreiben kann

N ‘ N
D (@ X )T, = rn X Z
n=1 n=1

sind nun zwei Félle interessant. 1. Fall: >, m, 7, = 0, was bedeuten wiirde, dafl
der Ursprung des Koordinatensystems in den Schwerpunkt des starren Koérpers
gelegt wiirde und 2. Fall: 7y = 0, was bedeutet, daB sich der Auflagepunkt in Ruhe
und im Ursprung befindet. Im folgenden wird einer dieser beiden Félle angenom-
men, was zur Folge hat, dafl man nun endlich die Translationsbewegung von der
Rotationsbewegung entkoppeln kann, da der mittlere Term in (6.8]) verschwindet:

M_g
~ T = Thans + Trot = — 01T 3 Z (.dXT’n
Mit
(G x ) = Wri—(D-7),)° Z wir? — Z WiTiWETE
k=1 ik=1

2
= Z (r25ij — rirj)wiwj

wird Ty zu

1 N 1 N 3
Tiot = 5 z_:lmn @G x )2 =35 z_: z_: 8ij — TniTn,; JWi;
1 3 N
— 5 2_: (Z_: — Fn,iFTL,j)> wiwj
1 3 N
= 5 Z O;jwiw; mit ©;; := Z_: M (72015 — TniTn ) (6.9)

1,j=1
Die zweifach indizierte Groe ©,; nennt man Trdgheitstensor.
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6.3.1 Massendichte

Unter der Massendichte eines Systems mit vielen Massenpunkten (also eines Sy-
stems mit kontinuierlicher Massenverteilung) versteht man

A A
o(7) := N bzw. o(T) := A1‘1/H_1)0 AV

Dabei ist Am/(7) die Masse eines sog. ,, Untersystems®, in welche man das eigent-
liche System aufteilen kann. AV ist das zugehorige Volumen des Untersystems.

Der Tragheitstensor eines Systems mit kontinuierlicher Massenverteilung er-
gibt sich damnach zu

(7)) (P20i; — TniTn;)

(O
I
hE

3
Il
—

Q(Fn)<r25zj — Tn’iTn7j)AV

I
WE

—_

l
S ﬁ

o(r) (r25ij — Tﬂ“j) d3r

6.3.2 Drehimpuls

Der Drehimpuls héngt bei einem System von Massenpunkten vom Bezugspunkt
ab, es ist

N )
. > My (Thrs X Tnrs) bzgl. Ursprung von IS
L — n:lN
> m (P X ) bzgl. Ursprung von KS bzw. 7

n=1

In der letzen Gl. kann man 7, durch (& x 7,) ersetzen und darauf dann
3 3
7 X (u_)' X F) = (ET’Q — F((D . 7#) = Z Z(TQ(S”' — TZ‘Tj)u)kéZ‘
i=1j=1
anwende. Man erhélt
. N 3 3
LZ' = Z my, Z(’f’z — 51’]’ — ’f’nﬂ'?"n,j)w]' = Z @ijw]' (610)
n=1 j=1 j=1

Notation: 1. Matrixschreibweise:

©11 O12 O3 . Ly w1

Q = @21 @22 @23 L= L2 W= o))

O31 O30 Ogs L w3
L=06s



6.3. TRAGHEITSTENSOR 75

2. Dyadenschreibweise: Ein Dyade ist wie folgt definiert:
632 Z @zjéz 9] éj
ij=1

dabei ist das dyadische Produkt ,,0“ so definiert, dafl é; o ¢; angewandt auf einen
bel. Vektor @ den Vektor (é; - @)é; ergibt.

Damit ergibt sich eine weitere Schreibweise fiir E, namlich
[—0& (6.11)

Somit ergeben sich auch drei Schreibweisen fiir die Rotationsenergie

5O, (6.12)

Die Richtung von L weist i.a. nicht in die Richtung eines Einheitsvektors 7, in der
man gerne die jeweilige Komponente betrachten wiirde. Das Drehmoment bzgl.
eines bel. Einheitsvektors n ist aber gegeben durch

— R «—
L,=nL=n0d=n0 nw, = O, ,wn,.

6.3.3 Hauptachsentransformation

Da wir uns von Anfang an auf das korperfeste Koordinatensystem bezogen ha-
ben, und auflerdem die Trégheitsmomente eines Kérpers beziiglich seiner drei
(normalen kartesischen) Achsen prinzipiell vorgegeben sind, stellt sich nun die
Aufgabe, die ,Matrix“ des Trigheitstensors zu diagonalisieren.

Man kann eine Matrix wohl immer diagonalisieren, wenn sie symmetrisch ist
und alle auftretenden Grofien reell sind, wenn also

@ij = @ji

mit reellen ©;; gilt. Jede symmetrische, reelle Matrix kann man durch eine or-
thogonale Transformation (eine Drehung) a diagonalisieren

w0 0
©=a0a"=| 0 ©), 0
0 0 43

Die auftretenden Grofien O sind die Eigenwerte der Matrix und gleichzeitig
die Trégheitsmomente des zu betrachtenden Korpers entlang der Hauptachsen
(Hauptachsentrégheitsmomente).

Mit Gl. (6.9) ergibt sich

0, = mZmnr—r =

n,2 + 7"721,3)

uMz
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Der unterstrichene Teil ist der Abstand des Punktes von der Drehachse 1. Ent-
sprechendes gilt fiir die anderen beiden Achsen.

Bestimmung von a: Durch folgende Transformation ergibt sich die diagonali-
sierte Matrix (s.o.)

@;j = Zail@lkag@' = 91(5,] (613)
Lk
Fiir die orthogonale Matrix « gilt
al=a"y  ala=da=ad" =1

Aus Gl. (6.13) ergibt sich durch Multiplikation von links mit o folgendes
3
3" Oual = al0);.
k=1

Das ist fiir festes 7 ein System 3 gekoppelter homogener linearer Gleichungen.
a;j
2 B X
A3,
Damit dieses System losbar ist, mufl die Determinante der Koeffizientenmatrix

verschwinden. Die Losbarkeitsbedingung fiir dieses System lautet also
woraus sich ein Polynom dritten Grades fiir die ©; (die Eigenwerte) ergibt. Mit-

tels der so gefundenen Eigenwerte lassen sich nun die Eigenvektoren (E,(Cj ) = (xfj

bestimmen, welche zueinander orthogonal sind. Durch diese Eigenvektoren ist die
Transformationsmatrix a bestimmt.
Die Drehung um die Hauptachsen (das sind die Achsen, bei denen der Dre-

himpuls L parallel zu & liegt) 148t sich wie folgt darstellen:

3
0= Zg(i)@ig(k)T
i=1
mit OJ*) = ©,5®*. Diese Darstellung ist wohl sehr bequem.

6.3.4 Anderung des Trigheitstensors bei Verschiebung des
Bezugspunktes, der Steiner’sche Satz

Der folgende Abschnitt behandelt die Anderung des Triigheitstensors, wenn man
die Drehachse parallel verschiebt.

N
O = > [(Fa+ @20 — (rui + i) (rnj + ;)]
n=1

N
= Z my, {(’Fg + 2’/_‘;1&’ + C_LQ)(SZ — (Tm?”nj + (lﬂ’nj + CLij' + aiaj)}
n=1
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Durch Einfithrung von Schwerpunktskoordinaten
. 1 X
= 75 mnFn
P
ergibt sich somit
@;j = @ij + M[(2ﬁ6+ az)éij — (RZ'CLJ' + Rj(li + aiaj)]

Setzt man nun den Schwerpunktsvektor R = 0, also den Ursprung des KS in den
Schwerpunkt, so erhédlt man den Steiner’schen Satz

O = Ona + M2,

dabei ist b = @ — 7(@h) der Abstand der neuen Drehachse von der alten.

6.4 Definition und Eigenschaften von Tensoren

Es wird das Transformationsverhalten unter Drehungen (orthogonalen Transfor-
mationen) a betrachtet:

Bei einer solchen Transformation a mufl gelten, dafl die Absténde des trans-
formierten Objekts invariant bleiben:

= aux; 7 =ar

a
ol !
— 7;12 — (QT)Z — 772 bzw. : (zk: Oélkl'kxz a¢j$j) = Z:C?
7 J J

Es folgt die Definition fiir orthogonale Transformationen (physikalisch: Drehun-
gen)

Definition: Die Komponenten eines Tensors A transformieren sich unter ortho-
gonalen Transformationen (Drehungen) wie

3
/ R
A’il...iN - Z Qiymy - - - aiNmNAml...mN

Dann ist A ein Tensor N-ter Stufe.

Im Klartext heifit das, dafl eine Gréfle genau dann ein Tensor ist, wenn sie phy-
sikalisch invariant gegeniiber der Transformation bleibt. (s. auch Beispiel Ortsvek-
tor) Beispiele: Tensoren 0. Stufe sind Skalare, da sie sich gar nicht transformieren.
1. Stufe sind Vektoren: A; = >~ «;, A;,,. Als Beispiel moge der Ortsvektor dienen.
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Man stelle sich zwei Personen in zwei versch. KS vor, die gegeneinander gedreht
sind, die also durch eine orthogonale Transformation ineinander {ibergehen. Ei-
ne Grofe ist genau dann eine Orstvektor (bzw. Tensor 1. Stufe), wenn er von
allen KS aus physikalisch gleich ist, also auf den selben Punkt zeigt. In den je-
weiligen KS haben die einzelnen Vektoren zwar unterschiedliche Komponenten,
jedoch wird dies aufgehoben durch die Transformation der Einheitsvektoren, so
daB letztlich fiir den auflenstehenden Beobachter die Summe Y, r;é; fiir die je-
weiligen KS denselben Vektor (fiir ihn) ergeben und somit auf denselben Punkt
zeigen.

2. Stufe konnen als Matrizen dargestellt werden:

3
/ — . .
Ailiz - Z O4117711 alzmz Am1m2
mimsa N——
—~T
T%magig

oder A =aAa”

6.4.1 Rechenopeationen fiir Tensoren

1. Addition
BAi ix T8 in = Ciy in-
2. Multiplikation , direkt*

Ail---iN ) BiN+1---iN+M = Cil---iN+A1'

3. Multiplikation ,,skalar*

Z Ail.--ileijBj1~--jliN+1~~-iN+M = Ci1~~-iN+1v1'
j17"'7jl

4. Kontraktion von Indizes

Z Ay ki = Ciy iy
k

Es bleibt dem geneigten Leser iiberlassen, diese Regeln zu iiberpriifen!

6.4.2 Pseudotensoren

Definition: Eine N-fach indizierte Grofle heifit Pseudotensor, wenn sie sich nach
folgender Gleichung transformiert

3 3
/ —
Ail._m =det o Z Z Qiymy - - - Qi Amy iy -
mN:1

mi1=1
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Das heifit, da deta = +1 ist (1 fiir ,eigentliche Drehungen®, -1 fiir zusétzliche
Spiegelungen oder Inversionen (Punktspiegelungen)), dal neben den ,richtigen
Tensoren diejenigen Gréflen Pseudotensoren sind, die unter eine Spiegelung ge-
folgt von einer Negation invariant bleiben.

Beispiele fiir Pseudotensoren sind der Levi-Civita-Tensor und das Kreuzpro-
dukt. Letzteres kann man leicht verifizieren, indem man zwei Vektoren 0.B.d.A
an der zry-Ebene spiegelt und dann das Kreuzprodukt iiberpriift.

6.5 Euler’sche Gleichungen

Grundlage der folgenden Uberlegungen ist die Bewegungsgleichung fiir starre
Korper (2.3):

d
dt

Im kérperfesten Koordinatensystem ist s. (2.1) u. (G.I1):

—L=M.

= N . —
= 3" (7 X ) =0 &

n=1

Das Drehmoment ist durch (2.2) definiert als

— N —
=Y 7 x K9,
n=1

wobei nur duflere Kréfte auftreten.
In dem KS, in dem © diagonal ist, also nach Ausfithrung der Hauptachsen-
transformation werden folgende Grofien definiert

©; 0 0 P . M,
0= 0 6, 0 |; Gd:=1|q |; M :=| M,
0 0 @3 r MS

Mit diesen Bezeichnungen ergibt sich nun

d - d m d B )
<EL>IS (dt<@ ))Is - <dth>KS+ @ > (8) (6.14)

Da %@Q s =94 d ;W gilt, ergeben sich aus (6.14) folgende Gleichungen

©1-p+(03—03)-q-r= M
=54 @2 q + (@1 @3) p-r= M2 (615)
O3-7+4 (02 —O1)-p-q=M;
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mit p, q,r aus den Gln. (6.5)-(6.7):

= ¢sinfsine + 0 cos
= ¢sinfcosth — Osiny
= gﬁcos@+¢

Die Euler’schen Gleichungen stellen also drei Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung fiir die Euler’schen Winkel dar, sie sind die Rotationsbewegungsgleichungen
des starren Korpers.

Im néchsten Abschnitt wird vorausgesetzt, dal das Drehmoment verschwin-
det, also eine freie Rotationsbewegung stattfinden kann.

6.5.1 Freie Rotation um eine Hauptachse

In dem Fall der kréftfreien Bewegung tritt aufgrund dem Fehlen des angreifenden
Trigheitsmoments keine Anderung der Winkelgeschwindigkeit auf, man benétigt
also nur eine Losung mit p = ¢ = 7 = 0, M; = 0. Damit reduzieren sich die
Euler’schen Gleichungen zu

Falls nun die einzelnen Trégheitsmomente paarweise verschieden sind, kann man
durch die einzelnen Klammern dividieren und somit existiert (neben der trivialen)
nur eine Losung der Art

po#0, qgq=r=0 oder

r ro#0, q=p=0 oder

q = q@#0, p=r=0,

welche jeweils eine Drehung um die zugehorige Hauptachse darstellen.
Stabilitit der Losung
Die oben gefundenen Lésungen werden nun auf ihre Stabilitédt untersucht. Es wird
sich herausstellen, dafl die Drehung um die Achsen mit héchstem und niedrigstem
Tragheitsmoment stabil sind, die andere hingegen nicht.

Um die Stabilitéit zu iiberpriifen wird nicht von einer ,perfekten“ Drehung
um die jeweilige Achse ausgegangen, sondern von einer minimal gestorten:

D= Dpo, q< Do, r < Po
:>@1p+(@3—@2) pP-q :0:>p:p0
~0
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Setzt man dieses Ergebnis nun in die beiden anderen Fuler’schen Gleichungen
ein, und eliminiert dann mit der jeweiligen anderen Gleichung (wie in Amalll
durch Ableiten) die ,, Fremdvariable“, so ergibt sich

i+ Hg=0; #+Hr=0
(01— 63)(01 = 65) ,

it H=
mi S, - 05 Do

Die Losung ergibt sich daraufhin mit dem Ansatz q(t) = goe*? zu
Kq+Hqg=0=k=+—-H

Analog geht man vor fiir » (mit demselben Ergebnis). Zwei Félle kénnen nun
auftreten:

1. H > 0 & Das Triagheitsmoment O, ist das gréfite oder kleinste der drei
Haupttriagheitsmomente. k ist dann imaginédr, was periodische Losungen
zur Folge hat:

r(t) = acos(VHL +b); q(t) = ccos(VHt +d).

In diesem Fall fithren kleine Abweichungen also zu einer Oszillation um die
perfekte Losung. Die kleinen Abweichungen bleiben klein, in dem Sinne ist
diese Losung stabil.

2. H<0& 0y <0 <03 o0der O3 < O < Oy. Da in diesem Fall H negativ
ist, ist k reell, somit folgen exponentiell wachsende und fallende Losungen:

r(t) = ae” VI 4 petVIHI
q(t) = ce” VIHIE L getVIHIL

In diesem Falle wachsen also kleine Abweichung exponentiell an, demnach
ist die Losung nicht stabil.

Es hat sich also tatséchlich bestétigt, dafi die Rotation um die Achsen mit
grofftem und kleinsten Trégheitsmoment stabil, die um die Achse mit dem ,,mitt-
leren® Trégheitsmoment hingegen instabil ist.

6.6 Kriftefreier symmetrischer Kreisel

Fiir einen rotationssymmetrischen Kreisel ergeben sich folgende Trégheitsmomen-
te

O = Oy; O3 # O1.
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Dieser Kreisel rotiert um die r3-Achse bzgl. der er rotationssymmetrisch ist. Man
bezeichnet diese Achse als Figurenachse.

Die Euler’schen Gleichungen fiir dieses System ohne angreifende &uflere Dreh-
momente mit dem Schwerpunkt als Unterstiitzungspunkt lauten

@1]5(@3 — @1)(17“ =0
@2@(@1 - @3)7’]) =0
Oz =0 = r = ry = const.
Durch Einsetzen der letzen Gleichung verbleiben die iibrigen Gleichungen als
p—Rq=0 qg+Rp=20
mit R = —616_1937:'0.

Die allgemeine Losung dieses Systems lautet nun
p(t) = asin(Rt + 1) q(t) = acos(Rt + ).
aus den gefundenen Grofien kann man nun 2 berechnen
G* =p* + ¢ +1r* =a* +ri = const.

Man kann erkennen, dafl die Projektion des & auf die rq, ro-Ebene mit der Win-
kelgeschwindigkeit R rotiert. Das heifit, dal nicht nur der Kreisel um seine Figu-
renachse rotieren kann, sondern die Figurenachse ebenfalls noch um die r3-Achse
rotieren kann.

Durch obige Rechnung wurde zwar & bestimmt, die exakte Lage des Korpers
im Raum (die Eulerwinkel) sind jedoch noch nicht bestimmt, aber

p = ¢sinfsinyg + 0 cosy = asin(Rt + )
¢ = ¢sinfcostp —Osiniy = acos(Rt + 1)
ro= ¢eosh+1=rg

Wihlt man nun das Koordinatensystem des Inertialsystem so, dal die z-Achse
parallel zur Figurenachse steht, also L = L - €., so gilt im korperfesten KS

(L1, Lo, L3) = L(é.61,é.65,¢,€3) @ L(sin @ sin 1), sin 6 cos ¥, cos 6)

Man sieht, daf} die L; unabhéngig vom dritten Eulerwinkel ¢ sind und daf§ 6 und
1 spérische Polarwinkel von L sind (bis auf die Vertauschung der « und y-Achse).
Aus der Drehimpulserhaltung folgt nun

L L
p = —lz—sinecosw:asin(Rt—l—z/Jo) (6.16)
0, ©6;
L L
q = @—Z:@—lsinecos¢:acos(Rt+¢o)
L
ro= 23 =" cosh=r,

O; O3
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Daraus erhilt man

cosf = TOS3 = 0 = 0y = const. (6.17)

tany = tan(Rt+ 1) = P(t) = Rt + 1y (6.18)

Setzt man dies nun in Gl. (6.16) ein, ergibt sich
, a
sinfyg = — =— tanfy = ——
L
Mit ([6.17) erhélt man damit schlieBlich

it oy = (42)" + (5] =1
— L = (a61)* + (r003)*

Daraus erhélt man den Offnungswinkel 4 des Prizessionskegels (Polkegels) zu

tan~y = e a’® = L
nY_ro _@%%—@%tarﬁy

Den dritten Eulerwinkel kann man nun ebenfalls bestimmen (mit 6 = 0)

p = ¢sinbsint) = asin( Rt + 1)

Die beiden unterstrichenen Terme fallen wegen (6.18) weg:

. a L
¢:sin90 :@_1:>¢(t):_t+¢0

Die Euler’schen Winkel haben im vorliegenden Fall folgende ,,Bedeutung*:

6y = Winkel zw. Figurenachse und L
¢ = Drehung der Figurenachse um die z-Achse (d.h. um E)

¥ = Drehung des Kérpers um die Figurenachse

Diesen Sachverhalt spiegelt Abb. [6.3 wieder. Die Vektoren L, & und é; liegen alle
in einer Ebene und & ergibt sich als

& = gé, +és + féy .
=0
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Drehimpulsachse

Drehachse

Figurenachse

Prézessionskegel |

€3

Spurkegel

Polkegel

Abbildung 6.3: Zur Veranschaulichung der Bewegung des kréftefreien symmetri-
schen Kreisels und dessen Eulerwinkel

6.7 Lagrangefunktion

Die verallgemeinerten (oder dynamischen) Variablen sind im Falle der Rotations-
bewegung die drei Euler’schen Winkel ¢,,60. Damit ergibt sich die Lagrange-
funktion formal zu

£(¢7 97 1% (éa 97 ¢7 t) = Trot -U "= %(E@(D - U((b, 9, w, t) (619)
1 1
Tt = =0OG = =(01p> + 02¢° + O3r%)
2 2
= %({bsin@sinw + costp)? + %(gﬁﬁsin&coszﬁ — fsing)?
O, . .
+73(¢cos9 + 1h)?

Damit erhélt man folgende Lagrangegleichungen

a(ocy o a(ocy _oc  d(ory _oc
dt\oy) oy  dt\od) 090  dt\od) 0o
Es folgt eine Anwendung der Lagrangefunktion:

6.7.1 Schwerer symmetrische Kreisel

Aufgrund der Symmetrie gilt wie beim kréftefreien symmetrischen Kreisel
O, =0, # 63,

wobei die Figurenachse wiederum parallel zur é;3 Achse liegen soll. Es ergibt sich
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Abbildung 6.4: Zum schweren symmetrischen Kreisel

eine Figur wie in Abb.

Jetzt wird das Bezugssystem verschoben, so daf§ der Schwerpunkt im Koordi-
natenursprung liegt. Dadurch erfolgt eine Anderung der Trigheitsmomente nach
dem Steiner’schen Satz:

@/1:@/2:61+M82, @g:@:),

Somit erhélt man die ,, verschobene* Rotationsenergie zu

Tt = (21(4152 sin? (sin? ¢ + cos® ) + 92(6082 Y +sin? 1)) + (23(¢ cos ) + 1))?
= %(¢2Sin29+92)+%(QSCOSQ—FZN).
U = Mgscosf 0 = Winkel(és, z)

Man kann leicht erkennen, dafl £ nicht von 1, ¢, t abhéngt. Mit Hilfe dieser Sym-
metrien lassen sich nun die drei Lagrangegleichungen durch drei Dgl. 1. Ordnung
ersetzen:

1. Homogenitét der Zeit %—f = (0 = Energieerhaltung

or. orL. or.
E=""¢+ )+ -0 — L =T + U = const. 6.20
25" &pw 90 t cons (6.:20)

2. Invarianz gegeniiber Rotation um z-Achse (¢ — ¢ + ¢) = Drehimpuls-
komponente L, ist erhalten

L, = oL _ — 0/ $sin® 0 + O3(t) + ¢ cosh) cos§ = const. (6.21)

¢

3. Invarianz gegeniiber Rotation um és-Achse (¢ — ¢ + ¢ = Drehimpuls-
komponente L3 ist erhalten

Ly = oL _ 3(1/1 + ¢ cos 0) = const = U+ ¢eosh = Ls (6.22)
EM O3
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Setzt man (6.22)) in (6.21I)) ein, erhalt man
. 1
¢ =

i Q(Lz — Lz cos?).
Setzt man dies nun wieder in (6.1)) ein, folgt

(L, — Lycosf)? N L3
20 sin? 0 203

1 .
E = 56’192 + + Mgcosd (6.23)
Die Energie hdangt nunmehr nur noch von # ab. Setzt man

2

L
E = E—Q—@B—MgS—const

und setzt das nun wiederum in (6.23)) ein, folgt

B %@%e‘? + Ui (0) (6.24)
_ 2
mit Ueg(0) = <L22@,L?f C;)SHG) — Mgs(1 —cosf) (0<@<m) (6.25)
| sin

Das effektive Potential von 6 sieht dhnlich aus, wie eine nach oben geoffnete
Parabel. Es folgt also eine periodische Bewegung in 6 zwischen den beiden Um-
kehrpunkten #; und 6s.

Gl. (6.25) ist eine Dgl. mit getrennten Verdnderlichen, die gelost und aufgelost
nach t wie folgt aussieht

/
2
t_t0+/ 1/

Die Diskussion der Losung kann wieder wie im eindimensionalen Fall graphisch
ausgefiihrt werden.

Bei diesem Kreisel ergibt sich zusétzlich zur Préazessionsbewegung der Figu-
renachse um die z-Achse des ,,normalen® kriftefreien Kreisels noch eine Nutati-
onsbewegung (Nickbewegung), was sich darin duert, daf die Figurenachse des
Kreisels nicht mehr regelméfig prazediert, sondern kleine Schleifchen ausfiihrt.

Bei dem schweren Kreisel ist demnach 6 # 0 und somit bekommt & noch
einen Anteil 6é K-

_ Far grofle Rotationsenergie erhélt man nédherungsweise eine freie Bewegung:
L = const.

102 113

20, 20 39
Ls = Lcos6 LL—Lsinﬁ
1 _,cos?0 1 _,sin?0

E = -I?
27 e, 27 @
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Vergleicht man diesen letzen Ausdruck mit dem F weiter oben (indem man L, =
L, L ersetzt, erhélt man
L* (1 —cos?6)?  L?cos?6

1 .
E~-600%+— il
5y ! sin% 6 4 O,

Daraus folgt nun insgesamt, daf} # fiir grofle Rotationsenergie annéhernd konstant
bleibt, ale wieder ein kraftefreier Kreisel vorhanden ist.

Die letzen Uberlegungen kann men sich recht gut an einem Kinderkreisel ver-
deutlichen. Wird er in kréftige Rotation versetzt, so préazediert die Figurenachse
annadhernd regelméfig. Nimmt die Rotationsenergie hingegen ab, wird die Nuta-
tionsbewegung immer deutlicher. Letztlich , eiert* der Kreisel nur noch und kippt
schlielich um.
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Kapitel 7

Schwingungen

7.1 Eindimensionale Schwingungen

Betrachtet wird ein System, welches z.B. aus zwei Atomen bestehen mag. Es
befinde sich zunéchst im Gleichgewicht und wird dann schwach gestort. Es ergibt
sich folgende Lagrangefunktion

. 1 .
'C(qa qat) = 'CO - Uext = §G<Q)q - U(Q) - Uext(Qat)

(Uexs ist das externe Storpotential)
Fiir kleine Auslenkungen ¢; um die Ruhelage kann man U bis zum quadrati-
schen Term entwickeln in (¢ — qo) und erhélt

Ulg) = Ulao) + - (%

2 )qo(q_qO)z_'_...

Der lineare Term entfillt, da die Auslenkung nur minimal sein soll und somit U

minimal bleibt ((42) = 0).
q0

Setzt man nun z = ¢ — qo, Uy = U(qo) und k = (%) , erhdlt man die
q0

harmonische Nidherung des Potentials

U(x) = Uy + %ka (7.1)
Bei der kinetischen Energie und U,y verfahrt man analog und erhélt
T = L@ i+ O ) m = ala)
Uext(@,1) =~ Uext(q0,t) + (¢ — o) <ag§¢>q o= —f(t)
0

o=-(%7),

89
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Aus diesen vereinfachten Grofien ergibt sich nun die vereinfachte Lagrangefunk-
tion zu

L(z,&,t) = %502 - §x2 + f(t)x (7.2)

und daraus die Bewegungsgleichung

. 1 k
i+ wir = Ef(t); wp = p (7.3)

Die Bewegungsgleichung mit Reibungskriften ergibt sich analog (z.B. durch Ein-
setzen der Rayleigh’schen Dissipationsfunktion F' = Ami?) zu

1
&4 20+ wiz = Ef(t) (7.4)

Dies ist eine inhomogene, lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung. Zur Lo-
sung wir zuerst der homogene Teil betrachtet

i+ 2 7 +wir =0 (7.5)

Diese Gleichung gilt es nun zu 16sen. Dies kann entweder mathematisch (Aufstel-
len des charakteristischen Polynoms, Nullstellen suchen, ...) oder eher physika-
lisch mit folgendem Ansatz geschehen

Ansatz: x,(t) = C - e = @e“’t = (iv)" - e

Eigehen in die Differentialgleichung ergibt:
(=1 + 2Xiv + wg)e™ =0

Man hat also die Klammer auf Nullstellen zu untersuchen und erhilt so eine
quadratische Gleichung fiir ¥ mit den Losungen

VI,QZi)\:t\/Wg_AQZi)\:tWO mitW():\/WQ—)\2
Somit ergibt sich als Losung der homogenen Gleichung
rp(t) = Cp - ™ 4 Cy - ™2, (7.6)

(Hierbei ist darauf zu achten, dafl man bei der physikalischen Interpretation
natiirlich nur den Realteil der Lésung zu betrachten hat. Die komplexen Zah-
len dienen wieder nur als Rechenhilfe.)

Allgemein hat man nun drei Félle zu unterscheiden:
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1. Fall A < wg ~ Wy ist reell, also
zp(t) =R {C’ : e’)‘t“W‘)t} = A-e M. cos(Wot + a)

Man kan leicht erkennen, dafl in diesem Fall schwacher Dampfung die Ex-
ponentialfunktion die Einhiillende darstellt, in der der Kosinus schwingt.
Es handelt sich also um ein normale geddmpfte Schwingung.

2. Fall A > wg ~ v =1i(\ £+ /A2 —w3), also
xp(t) = A- e Mt L B.e Mt

Bei dieser sehr starken Dampfung findet keine Schwingung mehr statt, das
ausgelenkte Teilchen bewegt sich langsam in seine Nullage zuriick, daher
nennt man diesen Vorgang ,relaxierendes Verhalten®.

3. Fall A = wg~ Wy =0, also
z,(t) = (A+ Bt) - e

In diesem Fall der Grenzdampfung tritt ebenfalls keine Schwingung mehr
auf, jedoch nimmt das ausgelenkte Teilchen schnellstméglich seine Ruhelage
wieder ein.

Somit ist die allgemeine Losung der homogenen Gleichung (7.5) bekannt.
Wirkt nun aber eine duflere Kraft ein, so gilt es, eine partikuldre Losung der
inhomogene Gleichung (7.4) zu finden.

2(t) = n(t) + (1)

Unter Kenntnis der Storfunktion f(¢) kann man nun entweder mittels Variation
der Konstanten oder Fouriertransformation (s.u.) diese partikulére Losung finden.
Hier sei zuerst der Sonderfall der harmonischen Krafteinwirkung gegeben, der sich
relativ einfach behandeln 148t.

Man hat also eine Kraft der Art

f(t) = foe™
gegeben. Nun benutzt man den Ansatz
fw ~ iw
(1) = TR (@)

Dabei nennt man y(w) ,,Responsefunktion (s.u.).
Durch Eingehen mit x,(¢) in die Dgl. ergibt sich

1
—w? + 2i\w + W3

X(w) =
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[x(w)]

oEml"‘
2
e
=) (M)
.

W

Abbildung 7.1: Amplitude und Phasenverschiebung der Responsefunktion y(w)

Die Responsefunktion beschreibt die Amplitude des Systems. Weiterhin 148t sich
die Phasenverschiebung zwischen der anregenden Kraft und des schwingenden
,» Teilchens® mittels der Responsefunktion bestimmen (s. Abb. [.1]) Die Amplitude
ergibt sich aus

~ _ 1
|X(w)| - \/(w2—wg)2+4)\2w2

Aus der Ableitung dieser Funktion ergibt sich die Lage des Maximums zu

X(w)] = —F—=
2\ /wd — A2

Die Phasenverschiebung ergibt sich zu

tand(w) = XD 50) = arctan (”—‘”)

w? — w§

In diesem letzten Abschnitt wurde gezeigt, wie man harmonische Storfunktionen
(bzw. Krafteinwirkungen auf ein schwingendes System) behandeln kann. Nun
wird dazu iibergegangen, beliebige Stofunktionen f(t) in Gl. (7.4 zuzulassen.
Diese Dgl.en konnen dann mittels Fouriertransformation gelést werden, die im
folgenden Abschnitt kurz beschrieben wird.

7.2 Fourierreihen, Fouriertransformation

7.2.1 Fourierreihen

,», Wie wir alle bereits in Mathematikvorlesungen gelernt haben*, lassen sich peri-
odische Funktionen f(t) mit Periodenlidnge 7" in eine Fourierreihe entwickeln.
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Eine Fourierreihe beschreibt die urspriingliche Funktion durch Uberlagerung
von Sinus- und Kosinusfunktiosfunktionen (bzw. komplexen Exponentialfunktio-
nen) verschiedener , Frequenzen“:

f(t): Z fn'eiwnt; Wy = — ' N.

Dabei sind die Fourierkoeffizienten f,, i.a. komplex.
Nimmt man nun an, daf§ die Funktion f(¢), die man in eine Fourierreihe
entwickeln mochte, reell ist, so gilt

PO= 5 froet= et =
= f*. = fa
Dabei bedeutet f* das konjugiert Komplexe zu f.

Die Fourierkoeffizienten ergeben sich somit allgemein, durch Umstellen der
obigen Gleichungen, aus

T/2

1 —iwnt
fni= 7 / F(t)e ntdt (7.8)

—T/2

Fiihrt man nun eine Kontrolle aus, so ergibt sich

. T/2 - T/2
fn = = / N fuet et = Y s / elwn —wn)tqt
T P = T
00 , i(wp—wn) L —i(w—wn) T
_ Z fn ) (& . 2 e 2 (79)
n'=—o00 T Z(a}n/ — wn)
Da wegen der Eigenschaften der komplexen Exponentialfunktion gilt:
ei(wn/,wn)g _ pim(n'=n) _ efi(wn/fwn)%’
folgt aus (7.9)
fn=0 fallsn' #n. n=n= f,=/f,
Geht man nun wieder aus von f(t), so erhélt man
) T/2 T/2
) = et =Y o [ eyt = [ A - )f()ar
" [ ! —~T/2
: L S ot — o0, Lt=t'+k-T ke
AN jwn, (t—t) _ ) ’
mit A-1)=7 3 ¢ { - “.10)
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da(z)

Q=

Abbildung 7.2: Die Deltafunktion ergibt sich aus dem Grenzwert des d,, welches
den Flécheninhalt 1 hat, fiir a — 0.

Das A sorgt dafiir, daf alle ' # t herausgefiltert werden. Durch das A wird letzt-
lich sichergestellt, dafl nur die oben definierten diskreten w’s bzw. t’s aufsummiert
werden.

Es wird nun die sog. ,,Deltafunktion® (d-Funktion) eingefiihrt. Sie wird (hier
graphisch) definiert durch Abb. [7.2] und folgende Gleichungen

o(x) = ilg(l) O ()
xﬁé(x)daf = 1; f. T <0< 29 (711)
:]‘12 f(z)o(z)dr = f(O)ZQ(s(aj)dx = f(0); f. f(x) stetig

Weitere Eigenschaften der Deltafunktion sind

00 , /I:—atli 00 _i
_Zo S(a - t)dt’ "= |“|_Zo Sa)de =
und
7 / ’ / S.uU. 1 /
[ otgwar = X o)
—00 ©olat =y

Letzteres gilt, wenn man h in eine Taylorreihe um die Nullstellen (t;) von h
entwickelt:

nt)y =t — 1)

t'=t]

Damit ergibt sich das A aus Gl. (7.10) zu

At—t)=> 6t —t'—m-T)
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7.2.2 Fouriertransformation

Bei der Fouriertransformation wird davon ausgegangen, daf sich alle nichtperiodi-
schen Funktionen als Grenzfall periodischer Funktionen auffassen lassen, sofern
man die Periodenlénge beliebig grofi werden 1483t:

f(t): Z fn,elwnt; wn:%ﬁAw:wn—‘rl_wn_)()y fT_)OO

n=—oo

Der eigentliche Unterschied zu den Fourierreihen besteht nun darin, dafl bei der
Fouriertransformation nicht diskrete ,, Frequenzen® aufsummiert werden, sondern
iiber ein ganzes Spektrum aufintegriert wird, da die w,, auf der reellen Achse dicht
nebeneinander liegen. Auflerdem wird bei der Fouriertransformation nicht mehr
die urpsriingliche Funktion durch eine evtl. einfacher zu handhabende ,neue“
Funktion ausgedriickt, sondern jeder urspriinglichen Funktion eine best. und feste
Fouriertransformierte zugeordnet, mit der man dann irgendwie weiter verfahren
kann.

Somit ergibt sich

1 . 1 7 .
t = ——f . zwtd :—/T i zwtd
f(t) Awf e™dw = o HL e dw
T —f(w)
- L 7f< ) et (7.12)
= 27T_ w e .

AuBerdem folgt somit aus Gl. (7.8)

@) =T f, = / F(#) - eiwtdt (7.13)
Fiihrt man wieder die Kontrolle durch, ergibt sich
) = - 7 Flw) - dtdw = 7 7 FE)e gt | du
21 . 21 .
T 1 T s (711)
= [y 5 [ et Nawa =D )
s 27T_Oo
=5(t—t")
Somit ergibt sich also eine Integralschreibweise fiir die Deltafunktion als
t—1t) = L 7 ety (7.14)
2 ‘

—0o0
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AuBlerdem:

flw) = 7f(t)€_i°’tdt = 7% 7f(w’)ei°"te_mdwdt

1 0o % - }
= 3 / f(w’)/el(“’ “tdt dw = f(w)
—00 —o0
=27o(t—t")

Damit wére die Kontrolle erfolgreich beendet.
Fithrt man zur Abkiirzung den Fourieroperator F ein

F = / et (7.15)

so laBt sich die Fouriertransformierte wie folgt darstellen

flw) =FIf ().

Durch wiederholtes Ausfithren der Fouriertransformation bekommt man wieder
bis auf einen konstanten Faktor und ein Vorzeichen die urspriingliche Funktion

fw)=FF[ft)] = 2nf(—v) =2nf(v) falls f gerade

Es folgen nun einige Beispiele, die die Anwendung der Fouriertransformation
aufzeigen sollen, bzw. die die Berechnung der Fouriertransformierten veranschau-
lichen sollen.

1. Beispiel: fi(t) = et

— filw) = /e‘”'” et = /e (i)t q 4 / (i)t qt
00 0
- 6_('Y+iw)t OO+ 6(7 iw)t B 27
(v tw)|, vtiw|_ . w492

Dieses f (w) nennt man , Lorentzfunktion“. Fithrt man mit der Lorentzfunktion
wieder ein Fouriertransformation durch, so ergibt sich wieder die Exponential-
funktion f;

2. Beispiel: fo(t) =

2y
t2+’y2
~ folw) = e
3. Beispiel: GauBfunktion, f3(t) = e~

[e.9]

fow) = [ emoritar (7.16)

—00
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vorausgesetzt wird die Kenntnis von

oo

/ e dy = Nz

—0o0

Schreibt man nun noch den Exponenten in Gl. (7.I16) mittels quadratischer Er-

ganzung um

9 . iw\?  w
—at” —wt = —a | t+ — | ——
4o

2a

so ergibt sich die Fouriertransformierte f3 zu

Der letzte Schritt gilt, da die GauBfunktion invariant gegeniiber einer endlichen

Verschiebung der Integrationsgrenzen ist

-t
s m

e dt = /=

(6%

—00— 34

Man hat also aus der Fouriertransformation der Gaufifunktion wieder eine Gauf3-
funktion bekommen, jedoch verhélt sich, die Breite bzw. Schérfe der Transfor-
mierten im umgekehrten Verhéltnis zur Breite bzw. Schérfe der urspriinglichen
Funktion. (Die Breite von f3 ist proportional zu 1/y/a, die von fs zu \/av.) Aus
dieser Erkenntnis lé8t sich ein Zusammenhang zwischen Breite und Schérfe bei
GaufBifunktionen ermitteln, der da lautet: AtAw ~ 1. Aus dhnlichen mathemati-
schen Beziehungen ergibt sich auch die Heisenberg'sche Unschérferelation.

Eine &hnliche Schérfe/Breite-Beziehung tritt bei der Deltafunktion auf

4. Beispicl: fu(t) = 8(t) ~ fa(w) = [ 8(t)e~*tdt = 1

7.3 Fouriertransformation und Schwingungsdgl.

Mittels der oben beschriebene Fouriertransformation kann man nun versuchen,
daB eigentlichen Problem (das Losen der Schwingungsgleichung (7.4))), in den

Griff zu bekommen.

1
T+ 207 +wiz = —f(t)
m
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Jetzt kann man das z(¢) und das f(t) fouriertransformiert darstellen durch

o0

x(t) = ! /i(w)fi“tdw

2

f0) = 5 [ F)- e

Da sich die n-te Ableitung der komplexen Exponentialfunktion zu

ﬁeiwt _ (iw)neiwt

den
ergibt, ldBt sich die Dgl. durch Einsetzen der letzten drei Gleichungen wie folgt
schreiben
7 {—wz + 2idw + wﬂ F(w)e™ dw = L /OO if(w)ei“’tdw
0 2 J m

—0o0

> —
2T

Um nun die Gleichheit der beiden Seiten fiir alle ¢t zu gewéhrleisten, miissen die
Fourierkoeffizienten iibereinstimmen

~ [—w? + 200w + W] B(w) = #f(w)
= (W) = 1 X(W)f(w)
mit y, der Responsefunktion (s.o.).

Sofern man also nun Kenntnis der Fouriertransformierten f besitzt, kann man
nun die Fourierriicktransformation durchfithren und erhalt

o0

o) = o [ X))

= o / et (/ e iy (ty)dty / e‘“"th(tg)dtQ) dw
T

—0o0

Da auflerdem gilt

1 7,
o / W=t qy = §(t —t) —ty) =>t; =t — t,
T

folgt fiir x(¢)

o0

o) = [ xlt = t2)f(t2)de

—00

(7.17)
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Anhand dieser Gleichung kann man sehen, daf§ die Wirkung der Kraft zur Zeit
to einen Beitrag zur Auslenkung zur Zeit ¢ > ¢y ergibt.

Weiterhin muf3 gelten, dafl zukiinftige Beitrdge der Kraft keinen Einflufy auf
die augenblickliche Auslenkung haben diirfen (das nennt man ,, Kausalitdt“) und
somit muf gelten

Das Problem besteht also nun darin, zu zeigen, daf dieses x fiir ¢t < ¢ tatséchlich
verschwindet. Das kann dadurch gezeigt werden, dal man die Fouriertransfor-
mierte xy durch nochmaliges Transformieren in die Funktion yx iiberfiihrt.

1 7 - 1 7 -1 ‘
- iwtq :_/—wtd 7.18
2 / X(w)e™dw 2r J w? — 20\ — w%e “ (7.18)

—00 —00

x(t)

Soweit wurde einfach nur stur die Definition der Fouriertransformation angesetzt.
Nun mufl man ,nur“ noch dieses Integral bestimmen, was hier ,,der Einfachheit
halber® durch komplexe Integration getan werden soll.

Abbildung 7.3: Zum Aufbau der komplexen Zahlenebene und der komplexen In-
tegration iiber die Wege C und Cs.

Dazu mufl man sich zuerst einmal die komplexe Zahlenebene vor Augen hal-
ten, die man sich auch aus zwei Halbkreisen (mit den jeweiligen Durchmessern
auf der reellen Achse) mit dem Radius unendlich aufgebaut denken kann. (s. Abb.
[7.3)

Weiterhin gilt es zu bedenken, dafl man als Ergebnis des Integrals nur die
Integration ldangs der reellen Achse erhalten will und somit notwendigerwiese die
Integration lings C5 keinen Beitrag liefern darf. Dies wird erreicht, indem man fiir
t > 0 auf dem oberen und fiir £ < 0 auf dem unteren ,, Halbkreis“ der komplexen
Ebene integriert, da dann die e-Funktion im Unendlichen verschwindet und das
Integral langs des Weges Cy ebenfalls verschwindet.

Nun mufl man nur noch wissen, dafl Kreisintegrationen (wie hier iiber die Wege
C1 und (5 in der komplexen Zahlenebene immer den Wert Null haben, wenn keine
Singularitdten (Polstellen) auftreten. Ist dies der Fall, so ergibt sich das (grofe)



100 KAPITEL 7. SCHWINGUNGEN

Kreisintegral aus den Kreisintegralen um die Singularitdten, da man aufgrund
der ersten Aussage das eigentliche Kreisintegral beliebig um die Singularitéten
,herumbiegen® kann (s. Abb. [T.4).

S(w) S(w)

© ©

g
.

o/
O
)

R(w) R(w)

Abbildung 7.4: Man kann den Integrationsweg (bis auf die Singularitéiten) beliebig
verbiegen, so daf} aus (*) letztlich (***) wird.

Die beiden in Abb. [.4] eingezeichneten Singularitidten stellen die Pole der
Responsefunktion y dar. Man erhélt sie, indem man den Nenner von y = 0 setzt

zu
W12 = == \/wg — \2

Es muf also (wie beschrieben) nur noch der Wert der Integration um die Singu-
laritdten der Funktion y bestimmt werden. Dazu eine Nebenbetrachtung:

Gegeben sei die komplexe Funktion %, die also an der Stelle 0 eine Polstelle
hat. Das Kreisintegral um den Pol ergibt sich zu

1 71
o I o4 7.19
2m j{ W ( )
Transformiert man nun die komplexe Zahl w in Kugelkoordinaten
w=r-e%=dw=r-de? =r-i-e?dg,

so erhélt man aus (7.19)

2

1 , 1
_ i .
:qm)_%o/m Tewd(b—z
Daraus folgt nun der sog. Residuensatz
1
j{ 2(w)dw = 2miz(wy) Residuensatz, (7.20)
W — wp

der besagt, dafl sich das Kreisintegral um den Pol einer komplexen Funktion,

1. 2(wp) aus dem Funktionswert der ,normalen“ Funktion z an der Stelle w, =
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w(am Pol) multipliziert mit 27 ergibt. (Der Residuensatz besagt vermutlich noch
mehr, mehr wird aber zum Ausrechnen der Responsefunktion nicht benotigt).
Wendet man nun den Resiuduensatz auf Gl. (7.18) an, so ergibt sich

Somit wére also der Fall ¢ > 0 abgeschlossen. Nun mufl aber noch der Fall t < 0
betrachtet werden:

In diesem Fall integeriert man iiber den (nicht in den Abbildungen einge-
zeichneten) unteren Halbkreis. Man wendet nun einfach den oben erhaltenen
Residuensatz an und erhélt, da auf dem unteren Halbkreis keine Singularitéiten
vorhanden sind, das Ergebnis 0.

Somit ergibt sich also als Ergebnis fiir das gesuchte y(t)

1 . .
X(t) = —i—— (""" — ") . O(1), (7.21)
2¢/wi — N2 ( )
mit der Stufenfunktion
1, f£.t>0

Somit ist gezeigt, dafl die Funktion x tatsdchlich fiir ¢ < ¢y verschwindet und
somit die Kausalitdt gewéhrleistet ist.

Das Fazit dieser Rechnerei besteht also darin, dal man anhand der Lage
der Singularitdten erkennen kann, ob die Kausalitdt verletzt wird oder nicht.
Liegen die Singularitédten im positiven imagindren Bereich, so ist die Kausalitéit
gewihrleistet, andernfalls nicht.

Eine weitere Moglichkeit das Integral (7.18]) zu l6sen besteht in der ,normalen*
Integration:

X0) = 5 (—F - ) = (R() - By(0) (7.23)

2Tw; —wy \W —w; W — Wa w1 — Wy

Nun gilt es, die oben auftretenden F; zu bestimmen. (hier: nur F})

o0

1 1 4
Fl(t) = % / m@ZWtdw
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Betrachtet man nun die Ableitung von F,

dFy 1 7i(w—w1)+iw
dt 2«

—0o0

dw = () + i Fy (¢), (7.24)

W — W

so kann man erkennen, dafl sich hier eine Dgl. 2. Ordnung ergeben hat
An dieser Stelle mufl man wissen, daf§ sich die Deltafunktion als Ableitung

der Stufenfunktion O(t) (s. GL.(7.22))) ergibt

to
s = Se  [anar=emE=1,tn<t<t
t1

Folgender Ansatz ,,dringt sich demnach auf*:
Fi(t) =iO(t) - Fi(t), mit Fy(t) =1, . t=0 (7.25)
Geht man nun mit (7.25) in (7.24) ein, so erhilt man
— Fi(t) = ™1,

wodurch der Ansatz bestétigt wurde.

Setzt man nun noch das F; und das F3, welches sich analog ergibt in GI.
(7.23)) ein, so erhélt man fiir x(¢) den gleichen Ausdruck, wie bei der komplexen
Integration.

7.4 Green’sche Funktion

Die Green’sche Funktion ist (hier) wie folgt definiert:

d2 d 2 / /

Setzt man fiir 6(f) = = f(t) ein, so ergibt sich G(t) = x(t). Man hitte also die
,hormale* Schwingungsdgl. wieder erhalten.
Fiir beliebige Kréfte f(¢) geht man nun wie folgt vor: Man multipliziert Gl.

(C.26) mit % f(t")dt' durch und intgegriert auf beiden Seiten.
d2 d 2 / 1 / ! / 1 ’ ’
/ [@ +2As +w0] Gt —t)—f(¥)dt' = /5(t — ) f(t)at

Nun erhélt man durch Vergleich dieser Gleichung mit der Schwingungsdgl. (7.4))

() = 7G(t - t/); FE)ar (7.27)
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Anhand dieses Ergebnisses kann man erkennen, daf§ man, sofern die Green’sche
Funktion bekannt ist, fiir jede bel. Kraft die Funktion z(¢) bestimmen kann.
Wie man durch Vergleich der letzten Gleichung mit Gl. (7.17) erkennen kann, ist
im Falle des harmonischen Oszillators die Green’sche Funktion gerade durch die
Responsefunktion y(¢) gegeben.

Anhand dieser letzten Tatsache kann man auch die , Funktionsweise®* der
Green’schen Funktion verstehen. Sie ,,sammelt“, wie man am Beispiel der Re-
sponsefunktion erkennen kann, punktférmige Eindriicke (hier Krifte) auf und
beschreibt die Wirkung des Systems auf diese Kréfte.

Weiterhin ist erwdhnenswert, dafl das obige Verfahren, mit dem man aus
der Green’schen Funktion unter Kenntnis der (bel.) Kraft mit allen linearen Dgl.
funktioniert, nur hat man dann evtl. keine ,, Kréfte“ und eine anders strukturierte
Green’sche Funktion.

7.5 harmonische Schwingungen in 3 Dimensio-
nen

Im Falle der harmonischen Schwingungen in alle 3 Raumrichtungen sei wieder ein
(hier natiirlich raumliches) Potential vorgegeben, mit dem wieder, wie im Fall der
eindimensionalen Schwingungen (s. Anschn. [7.1]) verfahren wird. (Entwicklung bis
zum quadratischen Glied usw.)

0*U
. 6% 0) —z;(0))(x; — 2,(0))

Uz, 12, 23) =" U(21(0), 72(0), 23(0)) + = Z

z]l

Dabei ist 9?U/dx;0x; eine symmetrische, reelle Matrix, die im weiteren Verlauf
mit V;; bezeichnet wird!
Wéhlt man nun den Nullpunkt so, da8 #(0) = 0 gilt, so erhélt man

Uy, 22, 73) = Z Vijrix;

'L]l

Man diagonalisiert nun V durch orthogonale Transformation und betrachtet die
Matrix im gedrehten Koordinatensystem KS’, welches ,,parallel“ zu den Haupt-
achsen liegt.

w0 0
Vi=m| 0 w; 0
0 0 w3

Die gedrehten Koordinaten ergeben sich zu

T = Zozz-jxj Zozw f
J
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mit einer Drehmatrix o fiir die gilt aa? =1
Stellt man nun die Lagrangegleichung mit diesen gedrehten Koordinaten auf,
erhélt man

foy

= z;(t) = Z ag; [A; - cos(w;t + ;)]

Aus dem recht komplizierten Fall mit drei gekoppelten Dgl. wurde somit durch die
orthogonale Transformation ein System mit drei entkoppelten normalen Schwin-
gungsgleichungen, die man mit dem {iiblichen Ansatz lésen konnte.

7.6 Systeme mit vielen Freiheitsgraden

Im folgenden Abschnitt werden Systeme mit mehreren Freiheitsgraden, das kon-
nen z.B. Molekiile mit mehreren Atomen oder Kristalle sein, behandelt.

Zuerst wird die Lagrangefunktion mit verallgemeinerten Koordinaten aufge-
stellt:

f

Z az’j(Qla . ,Qf)qz'%‘ - Ulq, .. 7Qf)
ij=1

E:

N | —

Es wird wieder die harmonische Ndherung durchgefiihrt:

!
Y (D), iy — Vigwiz,

ij=1

Ly =

N | —

Hllt T;‘j = al-j(ql((]), Ce ,q]f(O)), V;j = 82:5](1]' |[) und T, = (q; — QZ(O)

Damit ergeben sich die Lagrange’schen Bewegungsgleichungen zu
f
Z(E]l’]—f—v;jfbj):o 221,,f
ij=1
Geht man in diese Gleichung mit dem allg. Ansatz

. iwt
;= Aje"",

dann ergibt sich ein lineares homogenes Gls. fiir die Eigenvektoren A; des Dgl.-
Systems

> (Vi —w’Ty;) =0

%
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Dieses Gls. kann nur dann gelost werden, wenn seine Determinante verschwindet
= det(V — w*T) =0

Aus dieser Determinante ergibt sich ein Polynom f-ten Grades, dessen Nullstellen
die Losungen wg, die , Eigenwerte“, bzw. Eigenfrequenzen ergeben. (wy, , = =£|wg|)

Anmerkungen: Die Matrix V — w?T ist symmetrisch und reell, also diagona-
lisierbar. Die Matrix a;; = AE’“) diagonalisiert V und T gleichzeitig. (Weiteres s.
FlieBbach S.240ff)
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Kapitel 8

Hamiltonformalismus

Der Hamiltonformalismus &hnelt in einigen Punkten dem Lagrangeformalismus,
der auch benotigt wird, ist aber in der Quantenmechanik von gréofierer Bedeutung.
Die gemeinsame Grundlage haben die beiden Formalismen im Hamilton’nschen
Prinzip (Prinzip der kleinsten Wirkung).

8.1 die kanonischen Gleichungen

Es wird der bereits vom Lagrangeformalismus bekannte verallgemeinerte Impuls
eingefiihrt
pi = %q’iq’t) = ¢; = Gi(q,p 1)

Nun wird die ,,Hamiltonfunktion“ durch eine sog. ,Legendre-Transformation®
(einen Variablenwechsel) eingefiihrt. Sie ergibt sich aus der Lagrangefunktion,
héngt aber nicht mehr von ¢,¢ und ¢ ab, sondern von ¢,p und t. Bereits be-
kannt ist, da} die Hamiltonfunktion H die Energie F des Systems darstellt. Der
,richtige Weg, zur Hamiltonfuntion und letztlich zu den Hamilton’schen Bewe-
gungsgleichungen zu gelangen wire wohl ebenfalls wieder iiber das Prinzip der
kleinsten Wirkung gegangen (was am Beispiel der Lagrangegleichungen im Ab-
schnitt [4.2.1] verdeutlicht wurde. (s. auch unten))

Ein anderer Weg: Bildet man jetzt vergleichsweise die vollstandigen Differen-
tiale von £ und H:

oL oL ..\  oc
i@ = ; (a_qiin+ 8—%in> + 54t
: . oL
@ Z (pidg; + pidg;) + ¥ (8.1)
; . . . oL
dH = Z (¢:dp; + pidg; — pidg; — pidg;) — 5

)

107
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OH OH OH
_ ) . —dH 2
= g <8p¢ dp; + 94, dqz> + d (8.2)

dabei wurde die Lagrangegleichung

oL d oL

i (8.3)

verwendet. Durch Vergleich der letzten beiden Gleichungen erhélt man

OH 0L

o ot
Auflerdem erhélt man durch Koeffizientenvergleich aus dem vollst. Differential
der Hamiltonfunktion die ,,Hamilton’schen Bewegungsgleichungen®.

OH oH
_ S 4

q; ‘= i

Das sind im Gegensatz zu den Lagrangegleichungen (eine Dgl. 2.0rd.) zwei Dgl.
1. Ordnung, die es dann zu losen gilt. Es folgen zwei Beispiele, die die Vorteile
des Hamiltonformalismus aufzeigen sollen

Bsp.1: Teilchen im Potential:

L = %F?—V(r); 7=mr
1

H = -]
5P V()

Bsp.2: Teilchen im elektromagentischen Feld (Ladung e) Die Lagrangefunktion
ergibt sich (vgl. ([3.9)) zu
2

L="0 —ep(Ft) + SAF L) -7
2 c

Zur Erinnerung: ¢(7,¢) und A(7,t) sind die elm. Potentiale, es gilt B = V x A

und £ = —-Vo¢ — %A.

Somit ergibt sich der kanonische Impuls zu

oL

e

—

P = = i+ —A;
P or; mry c
und damit die Hamiltonfunktion zu
. 1 .
H=p— L= (- A7 +es
2m c
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Anhand dieser Gl. kann man wieder gut erkennen, dafl H eigentlich nur die
Energie des System darstellt, denn der erste Term stellt die kinetische, der zweite
die potentielle Energie dar.

Die Bewegungsgleichungen lauten dann

_— _8H_l(ﬁ_§—») 0 i (0]
pi = or;  m b c or; c 687@
\W'_-/

. ed ;- 0 - 0p e-= e 0A;
R Sl S-Sy _IVA - Z
i pi cdt™ " cram 607}- CFV Yoe Ot

e 0 0
— eF 4+ = S Ay Py
¢ Z—Fczj:rj (07’2- T o Z)

=(7xB);

8.2 Poisson’sche Klammern

Im folgenden werden die ,,Poisson’schen Klammern® eingefiihrt, die eine kiirzere
Notation best. Zusammenhénge erlauben und somit dazu beitragen, die Uber-
sicht nicht zu verlieren (ein angeblich sehr wichtiger Aspekt in der Theoretischen

Physik).

Es sei eine Funktion f(q,p,t) gegeben. Man bildet die totale Zeitableitung
daf  9f of . Of .
dt n ot * XZ: (8% G+ 8pipl

8.4 8_f+z ofoH 0f oH
ot 0q; Op;  Op; Og;

i

of
E_F{H’f}

mit der Poissonklammer {H, f}. Fiir zwei beliebige Funktionen f(q,p,t) und
9(q,p,t) ergibt sich die Poissonklammer zu

o g 0f  dg Of
lof}i=2 (3]%‘ dg;  0q; 3]%) (8:5)

i

Die Poissonklammer hat folgende Eigenschaften
i) {f.9} =—{9,f}
ii) {f,c} =0, falls ¢ = konst.
i) {f1+ fo,9} ={f1. 9} +{f2. 9}
) 5419y ={&rl.9} +{I 59}

1v
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v) {f,qz-}=§—,f,. {f,pi}z—g—fi-
vi) {ai,q;} =07 A{pipi} =05 Api, g5} = by
vil) {f,{g,h}} +{g,{h, f}} +{h.{f.9}} = 0 (Jacobi-Identitét).

In der Quantenmechanik entsprechen den Poissonklammern sog. ,, Kommutato-
ren“, die Beziehungen zwischen Operatoren festlegen (bzw. darstellen):

A A~

{A,B} = [A,B] = AB — BA.

8.2.1 Poisson’sches Theorem

Unter der Voraussetzung, dafl f und ¢ Erhaltungsgrofien sind, also gilt

df
dg
dt {97 } )

gilt auch
{{f,9},H} =0. (Beweis mit Jacobi-Identitét)

d.h. {g,h} ist eine Erhaltungsgréfie. Man kann somit ,neue® Erhaltungsgrofien
berechnen, sofern zwei bekannt sind. Es ist jedoch nicht gesagt, dafl sinnvolle
Groflen aus der Poissonklammer entstehen, insbes. kann auch 0 eine Erhaltungs-
grofle sein, die auf diese Weise gefunden wird.

8.3 Kanonische Transformationen

Ebenso wie bei der Einfiihrung der Lagrangefunktion, als es sich als sinnvoll
erwies, die ,normalen* kartesischen Kooerdinaten x; zugunsten sog. verallgemei-
nerter Koordinaten ¢; aufzugeben, ist es sinnvoll nun bei der Hamiltonfunktion
,verallgemeinerte verallgemeinerte“ Koordinaten zu generieren, deren Abhéngig-
keiten von den ,alten“ verallgemeinerten Koordinaten wie folgt aussieht

Diese Koordinaten miissen selbstverstéandlich einer Bedingungen gehorchen. Es
miissen sich kovariante Bewegungsgleichungen aus der ,,neuen* Hamiltonfunktion
ergeben, es muf} also gelten

oH' . OH'

), — . P = )
Qi oD "= 390,
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8.3.1 Ableitung der Hamilton’schen Gleichungen mittels
Variationsprinzip

Man geht wie bei der Herleitung der Lagrangegleichung, bzw. der allgemeinen

Herleitung der Euler’schen Gleichungen vor (s. Abschn. [4.1)): Man minimiert die

Wirkung der (durch die Hamiltonfunktion ausgedriickten) Lagrangefunktion, wo-
durch sich letztlich die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen ergeben.

5 / (Z pidg; — Hdt) —0 (8.6)

Man fiihrt nun die Variation analog den Gln. (4.1]) -(4.8) durch:

OH OH
f%: (0pidg; + pid(dg;)) — (a—qi&]i + 8—piépi> d¢

oH oH
= dg; — dt | op; —dp; — —dt | dq;| =
/ > ( G~ 5 ) pi +< P~ 5, ) | =0

)

=:(A) =:(B)

Daraus folgt wiederum, dafl beide Klammern (A) und (B) verschwinden miissen,
woraus wiederum die gesuchten Hamilton’schen Bewegungsleichungen folgen

oH oH
il B) = 5. —
Ip; ( ) 0=pi dq;

(A)=0=¢q =

Minimiert man nun die Wirkung fiir die ,neuen® verallgemeinerten Koordinaten
Q;, P, und die zugehorige Hamiltonfunktion H' durch

5 [(% P — H'at) =0,

so darf sich dieser letzte Ausdruck von (8.6]) nur durch ein vollstandiges Differen-
tial einer Funktion F(Q, q,t) unterscheiden.

— dF(Q,q,t) = Zpidqi — Z PdQ; + (H' — H)dt (8.7)

oF oF or

= —dg; + =—dQ; —dt

;(8% “T 20, Q) T

Somit ergeben sich unter Kenntnis der Funktion F' und der Koordinaten ¢, () die
beiden fehlenden Koordinaten p, P zu

oF oF oF
pl aqzﬂ K3 8QZ7 + at

(8.8)
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Aus der ,normalen“ Hamiltonfunktion in Abhénngigkeit von den ,normalen*
verallgemeinerten Variablen (g, p) ergibt sich nun die (hoffentlich einfachere) Ha-
miltonfunktion mit den kanonisch transformierten Variablen (@, P), indem man
mit den beiden obigen Gleichungen und der Beziehung 0F/0t = H' — H die
,kleinen“ Variablen (g, p) in der Hamiltonfunktion ersetzt.

Die Variablen (¢, p) und (@, P) nennt man kanonisch konjugiert.

Anstelle des Ausgangsvariablenpaars (¢, @) kann man auch (g, P ,benutzen,
man mufl dann nur in Gl (8.7) sog. Legendre-Transformationen durchfiihren,
d.h. in diesem Fall wohl, dal man von eben dieser Gl. — %", P;(); abziechen mu#f.
Man erhélt dann

d(F(q,Q,t) + X PQs) = do(q, P.t) = Y pidg; + X QidF; + (H' — H)dt

0 0 0
—pi=sr Q=g H=H+%.

In folgenden Abschnitt wird das ,,Verhalten“ der Poissonklammern bzgl. der
kanonischen Transformationen behandelt. Es wird sich zeigen, dafl die Poisson-
klammern invariant bleiben, wenn man von einem Satz kanonischer Variablen
zum anderen wechselt.

Die Poissonklammern sind definiert (s. Abschn. [8.2)) als

—(0f 39 Of dg
1,9} = Z (3]% dq; B dq; apz’) ’

%

somit ergeben sich die Beziehungen
{ai,q;} = 0; {pi,pj} = 0; {piq;} = 6ij-
Durch diverse Rechnungen 148t sich dann folgendes verifizieren:

gt ={f9tpeg=""-.

Eine andere Moglichkeit, sich diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, besteht darin,
daB man die Funktion g als Hamiltonfunktion auffat und dann die Poissonklam-
mern bestimmt. Man erhélt dann wohl mit

df

eine Zeitableitung, die unter der kanonischen Variablentransformation invariant
bleibt, es gilt also auch ganz analog

{Qi, Qutpg = {Pis Pi}pg = 0; {Qi; Pj}pg = 0455 {ai,q;}pq = 0; ete.

Fiir die folgenden Uberlehungen ist es wichtig, dal man sich verdeutlicht, daf
eine zeitliche Verschiebung ebenfalls eine kanonische Transformation darstellt.
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Wenn man also

@ =q(t);  pe=p)

setzt, und nun die kanonisch konjugierten Variablen wie folgt erklért,

Q = i+r = Qt+T(Qt7pta t)
P = Pi+r = pt+7(qt>pt7 t)

ergibt sich, dafl diese trivialerweise den kanonischen Bewegungsgleichungen ge-
niigen, da sowohl (¢, p;), als auch (qi1r, pror) dies tun.

8.4 Phasenraum, Liouville’scher Satz

Jeder Zustand eines mechanischen Systems ist durch einen Punkt mit den Koordi-
naten (g;, p;) im 2f-dimensionalen Phasenraum gegeben. Die zeitliche Entwicklung
des Systems wird durch eine Bahnkurve im Phasenraum beschrieben.

p

Abbildung 8.1: Die eindimensionale harmonische Schwingung eines Massenpunk-
tes im Phasenraum

Als Beispiel sei in Abb. [8.1] die eindimensionale harmonische+ Schwingung
angefithrt. Die gedampfte Schwingung wiirde spiralférmig um den Nullpunkt ver-
laufen.

Definiert man ein Volumenelement des Phasenraumes durch

dI' := dgqidgsy - - - dedpl ~dpg - - dpf7

so ergibt sich das sog. Phasenraumvolumen zu

voz/dr.
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Der Liouvillesche Satz besagt nun, daff das Phasenraumvolumen zeitlich konstant
bleibt.

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich aus der Tatsache, dafl die Zeitentwick-
lung eine Folge kanonischer Transformationen ist (s.0.). Man kann also von den
Variablensatz (¢, p) zu (@, P) iibergehen.

Die Durchfithrung des Beweises lauft darauf hinaus, zu zeigen, dafi bei der
Substitution der ,dlteren“ Variablen durch die ,neueren“ die Funktionaldetermi-
nante = 1 wird.

Vo = /dQlng ..dQ;dPdP; - - dP;

dabei soll D(q,p) die Funktionaldeterminante darstellen:

0@+ Qs P Fy) a(Ql---prl---P»/a<q1---qu1---pf>

D = =
Nar---qr pr--py) Ngi---qp Pr---Py) Naqi---qr Pr---Py)

_ a<@1~-@f>/a<p1~-pf> »

a((]l"'(]f) a(Pl...Pf)

=:D1 =:Do

Dal D; = D, ist, ergibt sich aus dem Konstruktionsprinzip fiir die Funktion

¢ (s.0.). Ging man von der Erzeugendenfunktion ¢(q, P,t) aus, so ergab sich

d d
Qiza—ﬁiundpiza—i-

0% .. 0% .. %
Oq1 Py Oqy Py oq1 Py Oq1 Py
! . .
% .. 9% S o
O0q1 Py Oqy Py Oqy Py Oqy Py

Die Gleichheit der beiden Determinanten folgt aus elementaren Umformungen
und dem Satz von Schwarz.

Damit ist bewiesen, dafl das Phasenraumvolumen, welches ein System mehre-
rer Teilchen (und somit mehrerer Freiheitsgrade) einnimmt, invariant gegeniiber
zeitlichen Transformationen bleibt.

8.5 Hamilton-Jacobi-Gleichung.

Bisher (bei der Herleitung der Lagrange’schen- und Hamilton’schen Bewegungs-
gleichungen durch Minimieren der Wirkung) hing die Wirkung nicht von den
jeweiligen Endpunkten a,b (den Integrationsgrenzen) ab. Die Hamilton-Jacobi-
Dgl. hingegen beruht darauf, dafl die Wirkung eine Funktion von den Endpunkten
ist. ,Die Wirkung ist das Spiegelbild der Bewegung des mechanischen Systems*.
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Betrachtet man die Wirkung als Funktion des Endpunktes der Bahn (nach
Auffinden des Extremums (des , besten Weges®) fiir jeden Endpunkt

S=5(q(t),1),

so erhilt man die Anderung der Wirkung bei Anderung von ¢(t) zu

t
a _ (O£ 0L\ el OL oL docL
55—5/£dt—0/<8q5q+8q5q>dt— 504 < .>5q

t

0

Der letzte Teil ist = 0, da die Wirkung am Extremum betrachtet werden sollte
(s. Abschn [4.2.1]). Daraus ergibt sich nun

oc 9% s
= 0q(t) = p(t)dq(t) = 3% ~ g

=p(t)

Betrachtet man die Abhéngigkeit von S von der Zeit, erhélt man
ds oS - s ., 08
EZE:;(a—qi%)-i‘g:;piqi—i-g

— S =L-Ypgi=-H

Aus dieser letzen Gleichung ergibt sich nun durch Subtraktion von —H und er-
setzen der Impulse durch Gl. (8.9) die Hamilton-Jacobi-Gleichung zu

oS

5B
7aq17"'78qf7

Dies ist eine partielle Differentialgleichung in f + 1 Variablen (q1,. .., ¢, ).

8.5.1 ,raffiniertes* Losungsverfahren der H-J-Dgl.

Gesucht ist ein vollstdndiges Integra von (8.10), welches folgendes Aussehen
haben muf3

S=0¢t,qq---,qr00,...,a7) +A

Dabei sind die «; und das A Integrationskonstanten. (Das A ist additiv, da S nur
als Ableitung in der Dgl. vorkommt.)

'Ein vollsténdiges Integral ist eine spezielle Losung, die einer partiellen Dgl. geniigt. Sie
enthélt gerade so viele unabhéngige Konstanten, wie unabhéngige Variablen in der partiellen
Dgl. vorhanden sind. Das allgemeine Integral ist bei mechanischen Problemen nicht von grofier
Bedeutung, kann aber aus dem vollstdndigen Integral konstruiert werden.
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Man geht nun aus von einer kanonischen Transformation von (p, q) zu («, f3).
Dabei sind die as die Impulse (und obige Integrationskonstanten) und die (s
repréisentieren die Koordinaten (3; = £2). Mit Hilfe der Erzeugendenfunktion

o(q, a,t) ergibt sich nun (wegen (8.8)))

_ 09, _ 99 99 _ 95
Pi=g,  PiTae H=HtH =H+ a =0
et

Die neuen Variablen sind zeitunabhéngig, wie man leicht iiberpriifen kann.

a5’
=0; o; = const, ; = const.
ot p
Die Koordinaten ¢; ergeben sich nun aus
aS
o,
Q;

Das ist ein Gleichungssystem mit f gekoppelten Gleichungen, welches man nun
zu 16sen hat.

Somit kann man also durch obiges Verfahren die partielle Dgl. auf eine nor-
males Gleichungssystem zuriickfithren. (s. auch Landau-Lifschitz Band I, §47, S.

1811F)
Falls die Energie erhalten ist, also 8H = 0= H = F = const ist, ergibt sich
oS oS
H(q,... — e, —)=F
(qh 7Qf7aqi7 ’an)

und damit aus der Hamilton-Jacobi-Dgl.: Sy = S + Et, was zeitlich konstant ist.
Beispiel: Ein Teilchen der Masse m im Potential

B(9)

)
7"2

U(T’,Q)ZUD(T’)—F

dabei ist B(f) ein Zentralpotential mit Winkelabhéngigkeit. Die Lagrangefunk-
tion dieses Systems ergibt sich zu

L= 2(r + 1r260% + 1% sin® 0¢%) —

Damit erhéalt man die Impulse

8_£ = mr; Do = oL = mr?0; Dy = mr? sin® ng'ﬁ

or 20

und damit wiederum die Hamiltonfunktion zu

Pr =

p¢ i p(%
r2 " r2gin6

1
H_ (pr+

> )+ U.
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Die Hamilton-Jacobi-Dgl. erhélt man, indem man die Impulse durch die Wirkung

B os,

ausdriickt p; = 859:
H(Qh %) =EB

= im (%)2 + Up(r) + 52 <<%)2 + 2mB(0)> + (%—iﬁ) =k

2mr2 2mr2 sin? 0

Die Losung dieser Dgl. erhélt man durch Separation der Variablen
5(r.0,0) =py - ¢+ 51(r) +5:(0)  (ps = const)

1 651 2 852
— |:% (W) + U()(T) - F

2 2
+ (—) +2mB(0) +
=f(r)=C =9(0)=—C

Dy
=0
sin® 6

00

Es ergeben sich also zwei Funktionen f(r), g(f), welche sich gegenseitig aufhe-
ben miissen. Somit wurde das Problem auf zwei gewthnliche Dgl. 1. Ordnung
reduziert, welche man immer 16sen kann. Das Ergebnis lautet:

P
)
sin” 0

dé

S(r,0,6) — —Etp¢¢+/\/0—2mB(0)—
—l—/\/Qm(E _ ) = &

72

dr.

So, das war’s schon !?
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